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TRATTATO ELEMENTARE 



CAPITOLO I. 


DELLE COORDINATE. 


1. Siano os, oy, oz Ire lince rette le quali concorrono in 
un punto o, e stiano in diversi piani: sia inoltre M un punto 



nello spazio : 
se per questo 
punto condu- 
ciamo tre pia- 
ni MP , MQ , 
MR rispettiva- 
mente paral- 
leli ai piani 
yz,xz,xy,quc- 
* sti taglieranno 
dalle rette pro- 
poste le por- 
zioni oP , oQ , 


oR, le quali si 
dicono le coor- 


dinale del punto M, e le rette proposte gli assi delle coordi- 
nate. Se conveniamo di assumere positivamente le coordi- 
nate che vengono tagliate nei sensi ox, oy , oz, c negativa- 
mente quelle che son tagliate nel senso contrario, si fa ma- 
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infesto, che sarà dato il sito di un punto M nello spazio, quan- 
do se ne conoscono le coordinale ed i segni che le affettano. 

È chiaro che i piani che abbiamo condotto pel punto M, 
insieme ai piani degli assi formano un parallelepipedo, e 


quindi le tre coordinale del 
Z 



parallela a questa congiun; 
si avrà 


punto M sono egualmente rap- 
presentate dalle MK,MH,ML; 
o veramente dalle MK,KP,oP, 
che formano la retta spezzata 
oPKM terminata ai punti o , 
ed M. 

2. Date le coordinate x' y'z', 
x"y"z" di due punti M , M' , 
-X calcolare la distanza MM’ , 
supponendo gli assi rettan- 
golari. 

Costruite le coordinale 
dc’due punti , si congiunga 
la QQ'; indi si conduca la M'II 
:enle, e la QS parallela ad ox. 


MM' = MH+HM 7 *= MH*+ QQ'*= MH*+ Q'S*+ QS* ; 


ovvero 


Se il punto M' coincidesse coll’origine, si avrebbe 

OM*==s' a + !/"■+*'*• 

‘3. Osserviamo che congiungendo le MP, M'P' queste ri- 
sulteranno perpendicolari alla ox, e la PP' si dirà essere la 
proiezione di MM' sopra la retta ox; ed è facile il vedere 
che questa proiezione PP' ù uguale allaMM' moltiplicata pel 
coseno dell’angolo che la stessa MM' comprende colla ox. 

4. Date le coordinale di due punti M, M' fa d’uopo calco- 
lare le coordinate del punto li che divide la MM' in due seg- 
menti Mll, 11M' i quali stiano in un dato rapporto in : n. 


f 


/• 
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Indicando con x, y, z le coordinate del punto ignoto 11, 
ed osservando che le proiezioni della MM' sugli assi ven- 
gono tagliate nello stesso rapporto di m : n dalle perpendi- 
colari abbassate dal punto II sugli assi medesimi, no segue 
che sarà 


mx"+nx' my"+m/’ mz"-{-nz' 

' i il ‘ ■ .. -• ■ - 

m-f-n ’ J m-f-n ’ m-hn 

5. Il sito di un punto M nello spazio può essere altresì de- 
terminato, mediante la sua distanza dall’origine o, c degli 
angoli che questa congiungentc comprende cogli assi. 

Supposto che questi siano rettangolari, ponendo Mo=p, 
ed indicando con a, |2, y gli angoli che la M o comprende ri- 
spettivamente cogli assi ox, oy, oz, si avranno le relazioni 

x=pcosa, j/=pcoS(3, i=j>cosy. 

Elevando a quadrato, e sommando; poiché si ha 

si otterrà la relazione 


cos®*4-cos*j3+cos , y=l ; 


eh’ è una relazione alla quale debbono sodisfare gli angoli 
che una retta qualunque comprende con tre assi ortogonali. 

6. Quindi menando per o un altra retta oM'; indicando 
con x'y'z' le coordinate di un suo punto qualunque , con 
a', i 3 '» v' gli angoli che comprende cogli assi, e con p' la di- 
stanza oM', si avrà 


MM' 


=(x— x')*+(y— y') t +(z-z') t z= — 1 2(xx , +i/t/+zi'). 


Ma esprimendo con 0 l’angolo delle due rette, si ha pure 


onde 


p" — 2pp' cos 0 , 
ff' cosQ=xx'-hyy'+ zz 1 






t/x 


n 


ì a //» «*1 


'““Ah A * ^ - C ^ 

t 


( ~ 
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ovvero 


cos0 = cos»cos«'4-cosj3 cos£'-t- cosy cosy'. 

Quindi la condizione perchè le due rette siano perpen- 
dicolari, sarà 

cos « cosa'-f- cos ? cos0'+ cos y cos y '== 0. 

7. Possiamo da ultimo fissare il sito di un punto M nello 
spazio mediante la distanza Mo, l'angolo y, che questa con- 
giungente comprende con oz, e di più l’angolo tp che la pro- 
iezione oK di oM sul piano xy comprende con ox. 

Ponendo oM=p, si avrà oK=pseny, onde 

x=pseny cos«p, t/=pseny sencp, z=.pcosy. 


8. Esprimere le coordinale xyz di un punto M prese rispet- 
to a tre assi ox, oy, oz in funzione delle coordinale X, Y, Z 
del medesimo punto prese rispetto ad un altro sistema di assi 
di data posizione. 

Se i secondi assi sono paralleli ai primi , è chiaro che 
indicando con x't/'z 1 le coordinate della nuova origine , si 
avrà 


x=X-+-x', y = \ + y', z — Z-f-z'. 

Se i due sistemi abbiano la medesima origine, ed il pri- 
mo sia ortogonale, indicando con a" gli angoli che 

l’asse delle x comprende rispettivamente coi nuovi assi 
delle X, Y, Z, e similmente con £3,£' n 5" quelli che compren- 
de l’asse delle y, c con y, y', y" gli angoli che fa l’asse delle 
z, si avrà che proiettando sull’asse delle x le nuove coordi- 
nate del punto M , le quali formano una retta spezzata che 
termina ai punti o ed M, la somma di queste proiezioni sarà 
quanto l’antica x del punto M, quindi si ottiene, facendo 
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ugualmente la proiezione sugli altri assi (3) 

x=X cos a-f- Y cos a'-f- Zcos 
j/ = X cos,S-)-Y cosfi' + Z cos/J'', 
i — X cos y + Y cos y 1 + i cos y". 

Tra le novo costanti di’ entrano in queste equazioni si 
hanno le tre relazioni (5) 

cos”a -f- cos’/3 cos*y = 1 , cos 2 a'-f- cos (3'-f- cos y'=l , 
cos V'-f- cos* cos 2 y "= 1 . 

E se i nuovi assi sono altresì rettangolari, si avrà pure 

cos* cos*'-f-cos0 cos£' -f-cosy cosy'=0, 
cos»' cos*"-f-cos£' cosj3"-f-cosy' cosy"=0, 
cos «"cosa -f- cos/J"cos(3 +cosy"cosy =0. 

0. Supposto obbliqui i nuovi assi, si avrà 

cos (Y,Z)= cos*' cos*"+coSjS' co$3"-f-cosy' cosy", 
cos(Z,X)=cosa"cos* -f- cos;3"cos|S -f-cosy"cosy, 
cos(X,Y)=cos» cosa' 4 -cos^ cos -f-cosy cosy'. 

Quindi calcolando mediante le formolo del numero pre- 
cedente la funzione aj*-t-y*+s*, ch’esprimo il quadrato di 
«M, in funzione delle nuove coordinate, si ottiene 

JM , =X 2 +Y , -fZ*-t-2YZcos(Y,Z)+2ZXcos(Z,X)+2XYcos(X.Y). 

Nella stessa guisa si può calcolare la distanza tra due 
punti (2) M, M', supponendo gli assi obliqui, e si avrebbe 

MM J *= ( X— X')‘+ (Y— Y')*-f- (Z — Z')“ 

+2(Y — Y')(Z — Z') cos (Y,Z)-f-2(Z— Z')(X— 1 X') cos (Z.X) 
-f-2(X — X')(Y — Y') (cosX.Y). 

C) 
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CAPITOLO II. 


LUOGHI GEOMETRICI. 



M 


10. Una qualunque equazione fra tre variabili f{\, y, z)=0 
esprime una superficie. 

Infatti tagliamo sull'asse delle z una porzione arbitra- 
ria oM= c , e meniamo per questo punto M un piano AMB 

parallelo al piano ari/; po- 
Z nendo nella proposta equa- 

zione z=c, si ha /\x,j/,c)=0. 
Or se supponiamo che la 
curva AB sia il luogo deter- 
minato da questa equazio- 
ne;è cosa evidente che tutti 
i punti della curva AB sodi- 
sferanno 1‘ equazione pro- 
q “ posta. Quindi facendo va- 

/ riare la z di una maniera 

y continua , varierà di una 

/ _ maniera continua anche la 

curva AB, onde il luogo di 
questo curve sarà una superficie i cui punti sodisfano la 
data equazione. 

Se l’equazione non contenesse che due sole variabili, 
come per esempio f(x, j/)= 0 : segnando sul piano xy la cur- 
va determinala da questa equazione, è chiaro che assumendo 
questa curva come base di una superficie cilindrica avente 
i lati paralleli ad oZ , lutti i punti di questa superficie sodi- 
sferebbero la proposta equazione, e quindi sarebbe il luogo 


da essa rappresenlalo. 

11. Le superficie si classificano secondo il grado della lo- 
ro equazione, perciocché comunque questa equazione possa 
variare secondo che si cangia il sistema degli assi , pure il 
suo grado resta sempre lo stesso. 
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12. La sezione prodotta da un piano in una superficie è 
in generale una curva dello stesso grado della superficie 
proposta: infatti trasformando le coordinate possiamo assu- 
mere il piano secante per quello delle xy , ed otterremo 
l'equazione della sezione ponendo nell'equazione della su- 
perficie z=0, onde si vede die l’equazione della sezione non 
può essere di grado maggiore di quella della superficie. Po- 
trà Pensi per rasi particolari essere di un grado minore. 

13. Se si hanno due equazioni fra tre variabili f{x,y,z)—0, 
<?(x,y,z)=0, i punti dello spazio chesodisfano amcnduc que- 
ste equazioni sono evidentemente i punti della curva che é 
la comun sezione delle due superfìcie rappresentale da que- 
ste equazioni medesime. 

Questa medesima curva può essere rappresentata da 
infiniti altri sistemi di equazioni , perciocché se formiamo 
I' equazione 

f(x,y,z) + kv(x,y,z)=0, 

nella quale k rappresenti una quantità indeterminata, essa 
rappresenterà una superficie la quale passa per la curva 
proposta. 

Osserviamo da ultimo, che se eliminiamo dalle due date 
equazioni successivamente due delle variabili, si otterran- 
no due equazioni della forma 

F(aj,z) = 0,. t(y,z)=0, 

le quali rappresentano due superficie cilindriche che pas- 
sano per la proposta curva. 

Il grado di questa curva, la quale in generale non esi- 
ste sopra di un piano, si stima dal numero dc'punti ne’quali 
può venire incontrata da un piano; quindi se le due super- 
ficie proposte sono rispettivamente de’ gradi »n, «, il grado 
della curva sarà tnn; perciocché le sezioni prodotte da un 
piano nelle due superficie essendo due curve de’gradi m,n, 
esse avranno mn punti comuni, e che appartengono alla co- 
mun sezione delle due superfìcie. 
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14. Avendosi tre equazioni fra tre variabili, esse espri- 
meranno uno, o più punti, i quali evidentemente saranno i 
punti i comuni alle tre superficie espresse dalle equazioni. 

CAPITOLO III. 


DKL PIANO. 


15. Esibire l’equazione di un piano ABC posto di una ma- 
niera qualunque rispetto agli assi. 



Siano AB, BC, CA le tracce clic il dato piano lascia sui 
piani degli assi. Prendiamo un punto M su questo piano, ed 
abbassiamo le MR, MP, MQ perpendicolari su queste tracce, 
si avrà quindi la relazione 

MP MQ MR 
1 — -H =i ; 

p q r 

essendo p, q, r le tre altezze del triangolo ABC. Or ponendo 

MP jp 

OA = «, OB=b, OC = c, ed osservando che — = - , 

p a 

MQ y MR s . 

, — — =- si otterrà per equazione del piano 

UU s -=i. 

a l) c 
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Su il piano dato passa por rorigino: menando un piano 
A1)C parallelo ad esso, è chiaro che la r del piano dato, e 
quella del piano ABC, corrispondenti allo stesso punto del 
piano an/, differiscono perla quantità costante oC=c, quindi 
l'equazione del piano proposto sarà della forma 


x 1 / z ' 

'TT + - — 0 . 
a b c 


Ili. Ogni equazione di primo grado fra tre variabili 
Ax -f-By-f- Cz -1-13=0 , 

esprime un piano. 

Infatti ponendo I’ equazione proposta sotto la forma 
x y z 

— — — j- — — = \ , si ha che tagliando sopra gli assi le por- 


A B C 

zioni oA, ofì, oC rispettivamente uguali a 


1) _D L> 
A ’ B’ — C’ 

il piano che passa pe’ punti A, B, C, sarà il luogo della pro- 
posta equazione. 

Se l'equazione proposta fosse della forma Ax-f-Bi/-t-Cz=0; 
è manifesto dal numero precedente eli’ esso esprimerebbe 
un piano che passa per l'origine delle coordinale, ed e pa- 
rallelo all’altro Ax-f- Bj/ Cz+D = 0, ove I) rappresenta 
una grandezza qualunque. 

Inoltre se è A=0, la porzione che il piano taglia sull'asse 
delle x diventa infinita, e quindi l'equazione Bi/-f-C;-i-JJ=0, 
rappresenta un piano parallelo all’asse delle x. Similmente 
si vede che 1’cquazioni A.t-(-Cj+D=0, Ax-|-B»/-|- 1)=0, rap- 
presentano dei piani paralleli il primo all'asse delle y , ed 
il secondo all’asse delle z. 

E l'cquazioni Ax-1-I3 = 0, Bj/-t-D = 0, Cz-|-D=0 
rappresentano rispettivamente de' piani paralleli ai piani 
delle 2 /s, xz, xij. 

Se finalmente si ha A=0, 13=0, C=0, il piano starà a 
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distanza infinita, e la sua equazione sarà rappresentata dal- 
l'equazione assurda D = 0. 

47. Esibire V equazione del piano in funzione della perpen- 
dicolare che gli si abbassa dall'origine, c degli angoli che 
questa comprende cogli assi. 

Chiamando a, b, c, le parti che un piano taglia sugli as- 
si, la sua equazione sarà 


x y z 

- ■+• 7 4 — — 4 ; 
a b c 


indicando conila perpendicolare che gli si abbassa dal- 
l'origine, moltiplicheremo questa equazione per p, onde 
si ha 


p p v 

+ iy+r Z=P ’ 

a b c 


or se indichiamo con », (3, y, gli angoli che la perpendico- 
lare comprende rispettivamente cogli assi ox, oy, oz, si ha 


P a V V 

COS»— — , COSp= - , C0S}=-, 

a b c 

quindi l'equazione richiesta, sarà 

xcos*4- y cos ^4- s cos r — jj = 0. 

Se gli assi sono ortogonali, tra gli anguli », (S, y esiste- 
rà la relazione 


cos 1 » + cos V -f- cos 1 / = 4 . 

48. Ridurre l' equazione generale del piano' 

Ax-t-By-f-Cz -+- L> =0 

alla forma x cos*-|-y cos|3-+-z c.osy — p=0, nel caso degli assi 
ortogonali. 

Moltiplicando la proposta equazione per un coefficiente 
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ignoto R, sappiamo che si avrà la condizione 
A'B'+B'RM- C*K*='l , 

onde 

n— ■ — . 

l/A*+H*-hC. m 

quindi sarà 

— A — B 

COS» = . COSjS = — . 

1/-V+ B*-|- C* V A’-f- ]!•-+- G* 

— C D 

COS y = • . pz=z ■ - 

|/A*-|- li'-h C“ |/A'-(-B‘4- G“ 

*19. Calcolare l'angolo compreso da due piani 

Ax-t-By+C:+D=0, A'x+B'tH-C'z+D'=0. 

L’angolo compreso da due piani essendo uguale a quello 
contenuto dalle perpendicolari agli stessi piani, segue che 
per ottenere l’angolo richiesto calcoleremo invece quello 
delle perpendicolari abbassate dall’origine agli stessi piani. 
Or indicando con », (3, 7, ed j5', r' rispettivamente gli an- 
goli che queste perpendicolari comprendono cogli assi ox. 


oy, oz, si ha 


— A 

co* a — . 

, —A' 

r.o« * — ~ 

l/A'-t-B'-t-C* 

\/ A^-t-B'*-*- G'* 

„ — B k 

—B' 

V A*-f-B*-+- G* 

V A'*4-B'*-g C« 

— C 

l’OSYZZ . 

, -c' 

COS v _ 


— — . cosy = — ■ 

lAV+BN-C* l/A , ‘-+-li'*4-G'* 


Sostituendo questi valori nella forinola del numero (fi), 
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si ottiene 


„ AA'-f-RB'-f-CC' 

cosO = — = — — 

l/AM-lJ’-b C* |/A'’-j-Il'*-f- C'* 

Ita questa forinola raccogliamo la condizione perché 
due piani siano perpendicolari, cioè 

A.V+BB'+CC'=0. 

Similmente uguagliando la precedente formola all’unità 
si avrà la condizione perchè due piani siano paralleli. Quindi 
elevando a quadrato c riduccudo si ottiene 

(AB' — A'B)*+( AC' — A'C)*+ (BC* — B'C)*=0 , 

ovvero 

AB'= A'H , AC'= A'C , BC'= B'C , 

cioè che due piani sono paralleli , se i coefficienti delle va- 
riabili sono proporzionali. 

Quindi si raccoglie che l'equazione di un piano, il quale 
passa per un punto x'y’z' ed è parallelo ad un altro piano 

A.r-t-Ily+Cs-|-D=0, sarà A(x — x')-j~h(y — ;/')+C(z — 

‘20. Dato un punto x'y'z' ed uri piano 

xeos *+y cos(3-)^cos y- — p = 0, 

calcolare la distanza tra il dato punto cd il piano. 

Menando pel dato punto un piano parallelo al dato , è 
manifesto che la sua equazione sarà della forma 

•t eos x -f- y cos (3 + z cos y — p'= 0. 

Dovendo le coordinale x'y'z' sodisfare questa equazione, si 
avrà la condizione 

x'cos»4- y'cosp -t-i'cosy =p'. 
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Or la disianza richiesta è espressa da ±(j>' — p), secon- 
docliè il punto dato e l’origine si trovano da parli opposte 
rispetto al piano, o veramente dalla stessa parte. 

Quindi indicando con 8 la distanza richiesta, si avrà 

8=±(a:'cos*-t- j/cosP+z'cosy — p). 

Se la equazione del piano fosse data sotto la forma 
Ase-f-Bi/-(-Cz-|-D:=0, e gli assi fossero ortogonali, si avrebbe 

s i_ Ax'+ Dj/'+ C:'+D 

l/A“+B*+C’ 

Da ciò s’inferisce che l’equazione del piano che taglia 
per metà l’angolo di due piani, sarà 

Ax-t-Bt/-+-Ci-f-D A'x-t-B'y-J-Gz-t-D' 

l/A’+B'+C* l/A^-f-B'^-t-C'* 

21. Esibire V equazione del piano che passa per tre punti 
dati x.y.z, , x.y.z, , x,y,z,. 

Supposto essere il piano richiesto 

Aar-t-Bj/ + C: + D=ft : 

si avranno lo tre condizioni 

Ax,+ B, -|- C *, -t- D = 0 , 

Atr.-)- B t + Ci, + D = 0 , 

A-Xj — B 3 — f— Cs, D = 0 ; 

quindi la risultante tra queste quattro equazioni cioè 
x y z i 

*. y , * 

Vt "1 

^ Vi =° . 

sarà l’equazione del piano richiesto. * 

3 
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Sviluppando questo determinante otterremo 

^ r ?/»(*« *3 ) " i )“Hy3(-i — — ** )] 

* +!/[',{*«— ^ ) + — a-, 1 + r 3 (.r, — .r, )] 

+ s Wy.-y. j+- r , f ?/ 3 — y, )+*,(y, —v, )] 

= a ’,(v» >»— !/»'») + arm(!/,n— + ?/£-»>• 

22. Supposto che il punto a:,;/,;, coincida coll’ orighie'> 
l’equazione precedente si riduce a 

y,‘t)+y(^— ^,)+z{x l y,—T,y l )=Oi 
e se indichiamo con 8 l’angolo che questo piano comprende 
col piano delle xy, si avrà (19) 


cos8=- 


*,y *—- *.!/, 


perciocché nella forrnola del numero citato bisogna sosti- 
tuire ad A, B, C rispettivamente i coefficienti di x, y, z del- 
l’equazione precedente, e porre A'=B'=0, dacché l’equa- 
zione del piano xy 6 c = 0. 

Or se M, ed M', sono i punti proposti si ha dal § (G) 

OM.OM' cos MOM' = x,x a -h y jj t -+- z t z a , 
ovvero sostituendo i valori ad OM, ed OM' 


onde 


cosMOM'= — — , 

V *i , +!/ I , -t-z I m r» 


sen*MOM'=l- 


(x t x,+y,y t +z,z t ) % 


( a ’,*+!/i*+*i , )(' T »’-t-l/a S -|- *»*) 

Quindi si ha 

2M0M'=2M0.M'0 senMOM' 

(-T, a ’.+y,?y.+ -,= e r 

=^ / (yi'.—y, : i) t +(~ t :r ,—~» x ^M x ,y 

Quindi osservando che il numeratore del valore di cos 8 
esprime il doppio della proiezione di OMM' sul piano delle 
xy, ed essendo il denominatore il doppio di questo stesso 
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triangolo, segue che se un triangolo si proietta sopra di un 
piano, la proiezione sarà uguale allo stesso triangolo molti- 
plicato pel coseno dell’angolo che il piano del triangolo me- 
desimo comprende con quello di proiezione. 

Questo teorema essendosi dimostrato pel triangolo,- è 
manifesto, che debba aver luogo per una ligura rettilinea 
qualunque. — 

Quindi indicando con A questa figura , e con « , j3 , y 
gli angoli che il suo piano comprende coi piani coordinati, 
ovvero quelli che una perpendicolare al piano della figura 
fa cogli assi, si avrà che le tre proiezioni di A saranno 
espresse da A cosa , Acos/3 , A cosy ; onde si ha, per essere 
cos’*-|-cos" 1 i-|~cos*y = l , che il quadrato della figura pro- 
posta è uguale alla somma de’ quadrali delle sue tre proie- 
zioni. 

23. Osserviamo che i coefficienti delle variabili nell'equa- 
zione generale del piano che passa per tre punti, esprimono 
rispettivamente il doppio delle proiezioni del triangolo for- 
malo dai tre punti sopra i piani coordinati, quindi se rap- 
presentiamo questo piano sotto la forma 

xcos*-f-»/cos (3 -f- s eosy=;>, 

e moltiplichiamo questa equazione pel doppio del triangolo 
formato dai punti dati , questa equazione diverrà identica 
all'altra e quindi si ha che il termine nolo nell’equazione 
generale del piano esprime il doppio della superficie del 
triangolo moltiplicata per la perpendicolare che le si ali- 
bassa dall'origine; ovvero il sestuplo della piramide formala 
dall’origine e dai punti dati. 

24. Calcolare il volume di un tetraedro in funzione delle 
coordinate de' vertici. 

Per ottenere la perpendicolare abbassata dal vertice 
x t y l z l sul piano degli altri tre punti, è duopo sostituire que- 
ste coordinate nell'equazione di questo piano e dividere per 
la radice quadrata della somma de' quadrati de’ coefficienti 
delle variabili, cioè pel doppio del triangolo formato dai tre 
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puliti , quindi si fa manifesto clic il sestuplo del tetraedro 
sarà espresso dal determinante 


x i *« a - , ar 4 

Vi y t y, y* 


25. Condizione perchè quattro piani s'incontrino in un me- 
desimo punto. 

ft chiaro che la condizione richiesta si ottiene calco- 
lando le coordinate del punto comune ai tre de'pinni propo- 
sti, e sostituendoli nell'equazione del quarto piano, onde si 
ottiene 


i 


A B C D 
A, IK c, D, 
A. B, C, D. 
A, B, C, D, 





26. Esprimere V equazione di un àuto piano 


AxH-By4-Cz + D = 0 

per mezzo delle equazioni di quattro dati piani 
P = <), Q = 0, R=0, S=0. 


Moltiplicando l' equazioni de’ quattro piani rispettiva- 
mente pe’ fattori ignoti M, , M, , M,, M 4 , e sommando i pro- 
dotti, si ha l’equazione 

M.P -+-M.Q + M,R + M«S=0. 

Or possiamo rendere questa equazione identica a (fucila 
del piano dato, uguagliando i coefficienti delle variabili, ed 
il termine noto, onde si avranno quattro equazioni dalle 
quali si potranno trarre i valori di M, , M m , M, , M t . 

So i piani proposti s’incontrano in un medesimo punto, 
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è impossibile là precedente trasformazione, perciocché l'e- 
quazione 


M 1 P+M,Q+M,RH-M 4 S=0, 

rappresenterà sempre un piano elio passa pel punto comu- 
ne ai piani P, 0, R, S, e quindi non può esprimere un qual- 
sivoglia piano. 


CAPITOLO IV. 


DELLA LINEA RETTA . 

27. Se si hanno l’equazioni di due piani 

A x -4- B y- t- G - D^= 0 , 

A’x + B'j/-t- C/s -t-D=0 , 
egli è chiaro che un equazione della forma 

Ax -f- By — f- Cc D -4- k( A'x -f- C 1 * -f- D*) — 0 , 

nella quale k rappresenta una quantità indeterminata, rap- 
presenterà un piano che passa per la linea retta coinun su- 
zione de’ due piani proposti. Or possiamo determinare la fc 
in guisa che si annulli il cofficieulc della y, o quello della 
x, e si otterranno così due equazioni della forma 

a b 

x = -z -\-p , y—-z-\ -q , 
c c 

le quali rappresenteranno due piani che passano per la 
retta accennata , e sono paralleli il primo all’asse delle y , 
ed il secondo a quello delle x; e che segneranno sui piani 
xz , yz le proiezioni della retta. 

Ciò posto diremo che le due equazioni 

a b 

x=~z+p , y=z-z-\-q , 
c c 
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sono l' equazioni della retta, dacché esse ne determinano la 
posizione. 

È chiaro che il piano che proietta la retta sul piano xy, 
si ottiene dall’equazioni precedenti eliminando la z. 

Nelle due equazioni della retta, si ha che le costanti p, q 
rappresentano, le coordinato del punto ove la retta incontra 
il piano delle xy, ovvero del punto che ha la i=0, 

28. Esibire l' equazioni della retta che passa per due punti 
dati x'y'z', x"y''z". 

li cosa evidente che i piani che proiettano la retta pas- 
seranno per le proiezioni de' punti dati , quindi l’ equazioni 
di questi piani, ovvero della retta proposta, saranno 

X — x' x' — x" y — y' y' — y" 

» .( *11 ’ - -I -Il ' 

■>r 29. Esibire l' equazione della retta la quale passando per 

un punto dato x'y'z' comprenda gli aìigoli », y cogli assi , 
supposto che questi siano ortogonali. 

Prendendo un punto qualunque xyz sulla retta propo- 
sta, la distanza tra questo punto ed il punto dato, avrà per 
proiezioni sugli assi x — x' , y — y' , z — z' , quindi ciascuna 
di queste quantità divisa pel coseno dell'angolo che la rclLa 
comprende coll’ asse rispettivo rappresenterà la distanza 
presa sopra la retta, quindi si avrà 

x — x' y — y' z — z' 

cos * cos/3 cosy ’ 

che saranno l’equazioni richieste. 

Quindi date l’ equazioni di una retta 

a b 

x= z+p , y=-z+q, 
c c 

si otterranno i coseni degli angoli che la retta comprende 
cogli assi, ponendo queste equazioni sotto la forma 

x—p _ y — g _z 
a b c ’ 


Digitized by Google 


— 23 — 


e moltiplicando i denominatori per un fattore che renda la 
somma de’ loro quadrati uguali all’unità, onde si ha 

a b 

cos«= — r cos S — — ■ ■ . — . 

l /a'+b'+c' l /a % +b'+c' 

e • 

cosy= — - , 

Ka’+li'+c' 

~f~ 30. Esibire l’ equazioni della retta la quale passando pel 

àuto punto x'y'z', sia perpendicolare al piano 

Ax+By-t-Cz-f-D=0. 

Essendo i coefficienti A, B, C proporzionali ai coseni 
degli angoli che una perpendicolare al piano comprende co- 
gli assi ("18), segue che l’ equazioni richieste, saranno 

x — x’_y—y '__ s — z' 

A — B — C 

-f- 31. Determinare la direzione della bisettrice dell' angolo 
formato da due rette le quali comprendono cogli assi gli an- 
goli *, y, P', y'. 

Menando per l’origine due rette parallele alle date, 
prenderemo sopra di esse a contare dall’origine due porzio- 
ni uguali OM, OM', e chiameremo x'y'z' , x"y"z" le coordi- 
nale dc’punti M,M'. Quindi ó manifesto che le coordinate del 
punto medio di MM' saranno i-(x'-+-x"), ì(y'-i-y"), iiz'+z"); 
onde l’equazioni della bisettrice saranno 

x _ y _ z _ 

x'-f- s" ’ 

e quindi i coseni degli angoli che questa retta comprende 
cogli assi saranno proporzionali a 

x'+x", y'+y" , 
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or essendo x'y'z'.x" y"z" (5) proporzionali a cos », cos/3, cosy, 
e cosa', cos^', cosy', segue che i coseni degli angoli richie- 
sti saranno proporzionali a 

cosa-l-cosa' , cos/3-)- cosjS' , cosy-f-cosy'. 

Quindi se indichiamo con 0 l’angolo delle due rette , i co- 
seni degli angoli ignoti saranno 

COS a -f- COS «' C OSj9-t-COS^' COS* -)- COS y' 

2cosl-0 ’ 2 cost 0 ’ 2cos-j-0 
32. Calcolare l'angolo compreso da due rette 



Tel numero (29) si ottiene, indicando con * l’angolo ri- 
chiesto 


aa'-t-bb'-t-cc' 

cos o— — ■ ■ — — . 

I /«*-+- 6“+ c‘ [/ «'*-+- //*-)- c'* 

Quindi si ha che la condizione perchè due rette siano 
perpendicolari sarà 

aa'+bb'-ì- cc'= 0 , 

ch è la relazione data al numero (6). 

a , h 

33. Calcolare l'angolo clic una retta x = -z, y=-z, com- 

c c 

prende con un piano Ax-t-By-+-Cz-l-D=0. 

I/angolo richiesto è complemento dell’angolo che la 
retta proposta comprende con una perpendicolare al piano 
dato , ed i coseni degli angoli che questa perpendicolare 
comprende cogli assi essendo proporzionali ‘ad A, B, CJ se- 
gue che indicando con 6 l’angolo richiesto, si avrà ‘ 

* «A-f-iiB + cC 

sen8= — — - — — — 

V' a*-+- 6*-+- c* l/A*-+-B*-l-C* 


\ n a 
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Quindi la condizione perchè la data retta sia parallela 
al piano dato sarà 


E perchè gli sia perpendicolare è d’uopo che si abbia 


A : B : G=o: b : c. 


Il che si ottiene operando come nel § 19 per la condi- 
zione del parallelismo di due piani. 



.‘14. Esibire le condizioni perchè ima retta x = -z-)-p, 

b 

y = -z-f- q , esista sopra di un piano Ax -)- By •+- Cz-f-D=0. 

Se la proposta retta esiste sul dato piano, è d’uopo che 
sostituendo nell’ equazione di questo i valori d’ x , o d ' y 
tratti dall' equazioni della retta, l’equazione che ne risulta 
si avveri indipendentemente da z , quindi si avranno le due 
condizioni 


oA-|-?)R-l-cC = 0 , Ap-^-Bq-f D = 0. 

35. Dati gli angoli , /3' , y' , ed a" , (3" , y" che due rette 
comprendono cogli assi determinare gli angoli a , |3 , y che 
una retta perpendicolare alle rette proposte comprende cogli 
assi medesimi. 

E manifesto dai § (5), e (6), che si avranno le tre equa- 
zioni 

cosa cosa' + coSjS cos£' cosy cosy' =0 , 
cosa cosa"-f- cos£ coS|3"-|-cosy cosy"=0, 
cos*a-+- cos*(3 + cos*y = 1 . 


• • lUfl# 

Traendo dalle prime due equazioni i valori di , e 

cosy 

cos/3 

; se indi porremo 

cosy 

cosa'cos^'' — cosa"cos/3' 


cosy 

4 


r 
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si otterranno le seguenti equazioni 

X cos*=cosS' cosy" — co s,$" cosy' , 

X cosjS = eosy' cosa" — cosy" cosa' , 

X cosy = cos*' cos, 5" — cosa." cosy. 

Or sostituendo nella terza equazione , ed indicando con 0 
l'angolo delle due rette si ottiene 

X*=(cos l S'cosy" — cos ( 3"cosy'i*-f (cosy'cos*" — cosy"cos*')* 
-t-(cos*'cos,S" — cos*"cOs£')' ; 

sviluppando questi quadrati, porremo 

cos**'cos’(5"-|-cos , y"cos , *'=cos’*'(cos , £"-t-eos , y'') 
=cos*a'(l — cos*a")=cos**' — cos*a'cos*a". 

' K similmente operando por gli altri termini quadrali 
si lia 

X*=1 — (cos*'cos*"-|-cosf'cosf"+cosy'cosy")* 

=1 — cos*?=sen*0. 

Resterà cosi determinato il valore di X, e quindi quelli 
di cosa, cos^, cosy. 

30. Date due linee rette esibire l'equazione di un piano che 
passando per una di esse date sia parallelo all'altra. 

Siano le due rette proposte 

,r — ,r' y — y’ z — z‘ x — x" y — y" z — z'' 

cosa' cosy cosy' * cosa" cos cosy" 

Poiché la retta perpendicolare a queste due rette deve 
risultare perpendicolare al piano richiesto, ed i coefficienti 
dello variabili nell’ equazione del piano sono proporzionali 
ai coseni dogli angoli che la perpendicolare al piano me- 
desimo comprende cogli assi, segue che l'equazione del 
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piano clic passa per la prima rolla sarà 


(x — x') (co s£' cosi 1 ' — cos5" cosy') 

-+•(>/ — y') (cosy' così" — cosy'' cos*') 

-h(z — ;') (cos*' cos£'’ — cosa" cos£')=0 ; 

• 

o ili (|uollo clic passa per la seconda 

(x — x") cns,»' cosy" — cos/s" cosy') 

= (cosy' cosa" — cosy" cosa') 

+ (: — :") (cosa' cosS" — cosa" eos£') = 0. 

La distanza tra questi due piani, la quale sarà la più 
breve disianza tra le rette date, si otterrà prendendo la dif- 
ferenza tra le perpendicolari abbassale dall'origine sopra i 
piani medesimi ; onde risulterà uguale alla differenza tra i 
termini noti , cioè 

(x' — x")(cos£' cosy" — eos/S" cosy') 

-+■(>/ — j /") (cosy' cos*" — cosy" cos*') 

-+■(*' — :'') (cos*' cos/2" — cos*" cos/3') , 

divisa per la radice quadrata della somma de’ quadrati dei 
coefficienti delle variabili , ovvero sen 0 , essendo 0 l’angolo 
delle due rette. 

37. Determinare la posizione della più corta disianza tra 
due rette date. 

Per ciascuna delle rette date facendo passare un piano 
perpendicolare ai piani determinali nel numero precedente 
è manifesto che la comun sezione di questi piani sarà la 
retta perpendicolare alle rette date. 

Or un piano qualunque che passa per la prima retta 
sarà della forma 


cos*' cosy' 1 \ cos y cosy'/ 
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la condizione che questo piano sia perpendicolare ai piani 
accennati è (19) 


cos;S' eosy" — cos,i"cosy' _ t cosy'cosa" — cos 7 "cos*' 
-4- k — “ 


cosa 


(1 -f-k) cosa' cos,3" — cosa" cos.S') 
cosy' 


d’ onde si ricava 


cos^'(cos^" — cos(3'cos8) 
cosa'(cosa" — cosa'cosO 1 

Quindi uno de’ piani richiesti sarà 

(x — x')(cosa' — cosa'cos®) + (y — y')(cOS,J" — cos,i'cos0) 
-t-(z — :')(cosy" — cos'cosO) = l): 

e l’ altro 




(x — x")(eos*' — cos*"cos8) -t-(y — y")(cos — cos,$"cos9) 
+ (: — s")(cosy' — cosy"cosO) = 0. 


3$. Calcolare la distanza tra un dato punto M(x' y'z') ed 
a b 

ia data retta x=-z-t-p. y=-z + q. 

Se la data retta passasse per l’origine, e quindi le sue 
a l> 

equazioni della forma x=-s , y=-s, è chiaro che la ri- 

fi c 

chiesta distanza MI* sarà cateto di un triangolo rettangolo 

avente per ipotenusa OM=l/ x'*-t- y" z'“, e l’altro cateto 
OP quanto la somma delle proiezioni delle tre coordinate 
di M sopra di GL. Or se indichiamo con *, £ , y gli angoli 
che la GL comprende con i tre assi, e che nel §‘29 abbiamo 
imparato a calcolare si avrà 


GP=x'cos* + y'cos/>4-j'cosy , 
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e perù si avrà 

MP= [/[ x '* -f- y' % -4- 1 '* — (x' cos» -f- ij' cos|3 z' eosy)*] 
-4-2'’) (cosa* 4- cos*/3-l-cos*y) 

— (x'cosa-l-j/'cosj3-t-i'cosy) m ] 

=|/[(x , c°sj3— i/' c °s*)*+(y' c osy — :'cos/3)*-h(s'cos* — x'cosy)*j 

i 

! Supponendo ora clte la retta data non passi per 1’ origine, 

1 potremo trasportare gli assi parallelamente a loro stessi fa- 
J eendo coincidere l'origine col punto p, q, o cioè dove la data 
, retta incontra il piano xy ; onde le coordinate del punto M 
saranno espresse da x' — p, y' — q, z': epperù nella formola 
precedente si dovrà solamente sostituire ad x' ed y' le quan- 
tità x' — p, y' — q, per ottenere la richiesta distanza. 

ESEMPI! RELATIVI AL PIANO ED ALLA RETTA. 

l.° Esibire la condizione perchè s’incontrino due date 
rette 

a b a' b' , 

x—-z+p , y=^z-hq ; x=-z+p , y=-,z+q . 

Si ottiene la richiesta condizione esprimendo clic que- 
ste quattro equazioni possono coesistere. 

~2.° Condizione perchè 1‘ equazioni 

x=cy-hbz , y~a:-h ex , z = bx + ay , 

possano rappresentare una retta. 

La condizione richiesta è a*-f-h“-f-c , -f-2a6c=l. 

U.° Supposto sodisfatta la precedente equazione, mostra- 
re, che l' equazioni della retta sono 

x _ y s 

V 1 — a* l/l — b' " l/l— e* 

•4." Inlcrpelrare l’equazione 

x* + y' -4- z* = (x cosaH- 1/ cosj3 + : cosy )* , 
nell' ipotesi che sia cos’j<-(- cos’j3-<-cos*y= l. 
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RiSP. La reità =— — = • 

cosa cos/3 cosy 

5.° Trovare l’equazione del piano che passa per la comun 
sezione de' due piani 

Ax+By-t- C:-t- D=0 , A'x+ B't/4-C'z + D' = 0 , 

e pel punto x', y ' , z'. 

. Ax 4 Ry “I - Le 4— 1) A'.r -t— B’i/ — f — C r e-t-D* 

1SP ‘ Ax' + ÌV + Ce' + D = A'x^+By 4- C V -+-D' ‘ 

ti. 11 11 piano elio passando pel punto x'y'z' , tagli rispetti- 
vamente dagli assi delle x , e delle y le porzioni a, c b è 



l.° Se da un punto P si conducono le perpendicolari PM , 
PN ai piani delle xz , yz ; indicando con a, fi, y, 0 gli angoli 
che OP comprende coi piani coordinati e col piano OMN , 
dimostrare che si avrà la relazione 

cosec*0=cosec’a 4- cosce*,:* 4- cosec*y . 

8.° La retta che congiunge i due punti x'y'z', x" y" z" 
passerà per l’origine se si ha la condizione x' x" -\-y' y" 
4- z' z" —/ p 1 ' , essendo />' , js’' le distanze de’ punti dati dal- 
l’ origine. 

0." Se un triangolo nello spazio si proietti sopra piani 
coordinali ortogonali, dimostrare clic la somma delle pira- 
midi le quali hanno per basi le tre proiezioni , ed il vertice 
comune in un punto del piano del triangolo proposto , è 
uguale alla piramide clic ha per base questo triangolo e per 
vertice l’origine delle coordinate. 

10.° Supposto che vi siano « piani, de’ quali due qualun- 
que non siano paralleli , ne’ tre di essi siano paralleli ad 
una medesima linea retta, e che da ultimo quattro qualun- 
que non s’incontrino in un medesimo punto, dimostrare 
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che il numero delle comuni sezioni di questi piani è-(« — 1), 
e che il numero de' punti d’intersezione di queste rette è 

n(n — 1) (iì — 2) 

1. 2 . 3~ 

11. 0 Trovare 1’ equazione del piano che passa per 1’ ori- 
gino, e che comprende angoli uguali con tre rette date che 
passano altresi per l’origine. 

CAPITOLO V. 


DISCUSSIONE DELI.’ EQUAZIONE DI 2 ° GUADO A TRE VARIABILI. 

39. Una superfìcie di 2.° grado ammette in generale un 
centro 

Sia l’equazione generale di 2.” grado 
ax , +by’+cz*-\-2lyz+ c 2mxz+2nxy-\-2px-t-' : 2qy+2rz-\-d==0. 

Osserviamo che se questa equazione mancasse de' ter- 
mini di i.° grado, essa esprimerebbe una superficie avente 
per centro l’origine delle coordinate ; infatti menando per 
questo punto una, retta ad arbitrio x—i\z, y—Bz, se so- 
stituiamo questi valori d'x , e d'y nell' equazione proposta 
avremo per z due valori uguali e di segno contrario; e quin- 
di saranno altresì uguali e di segno contrario i valori d'x, 
e d’y, onde i punti comuni alla retta ed alla superficie aven- 
do le coordinate uguali e di segno contrario segue elle la 
retta è bisecata nell’origine. 

Or se riferiamo la proposta equazione ad un sistema di 
assi paralleli ai dati , potremo determinare le coordinate 
della nuova origine colla condizione che svaniscano nella 
trasformata i termini di i.° grado, e quindi la nuova origine 
cosi determinata sarà centro nella curva. 

Ciò posto se indichiamo con x' y' z' la nuova origine , 
sostituendo nella data equazione in luogo delle variabili 
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.r-f-x', V + J/’i *+* , « si ha che i coefficienti de’ termini di 
2." {'rado resteranno gli stessi, quelli de’ termini di primo 
grado saranno le prime derivate dalla proposta equazione 
prese rispetto a ciascuna delle variabili , e cangiato x, y, z 
in x',y',z'; finalmente il termine nolo sarà la stessa fun- 
zione proposta, sostituiti in luogo delle variabili le coordi- 
nate della nuova origine. Laonde l’ equazioni che determi- 
nano il centro della superficie, saranno 

ax’ -(- »ii' + p=:0 , 

nx' -hby' -hlz' -t-q = 0, 
wix’ — li/ — | — cz r —f— r — 0 , 

quindi si vede che una superficie di 2.° grado non ammette 
in generale che un sol centro. 

Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per 
a-', y' , z' , e sommandole, si otterrà 

U' —px' -t- qy' -+- rz' -(- d , 

indicando con U' il termine noto della trasformata. 

Il deterniinante delle tre equazioni che determinano il 
centro, non è che il discriminante de’ termini di secondo 
grado della proposta equazione, quindi se questo discrimi- 
nante è uguale a zero, cioè se si ha 


a n m 
n b l 
mie 



il centro della superficie starà a distanza infinita , ed i ter- 
mini di 2.° grado si risolveranno in due fattori. 

40. Se si ha U' = 0, la trasformata si ridurrà a 

ax * -t- by * -f- ci*-f- 2lyz -t- 2mxz 2 nxy = 0 : 

e questa equazione ci mostra che se un punto xyz si trova 
sulla superficie, vi si troveranno egualmente i punti rose, 
my, tnz, essendo m una quantità qualunque, quindi la retta 
che congiungc il punto xyz coll’ origine starà tutta sulla su- 
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perfide , onde essa sarà una superficie conica avente per 
vertice l'origine delle coordinate. 

Quindi la condizione perchè la proposta equazione es- 
prima una superficie conica è che possano coesistere le 
quattro equazioni 


ax' -I- wj/'-f- m:' -t-p = 0 , 
nx‘ 4- by' 4- lz' -(-(/= 0, 
jm' + Ii/' -f-cz' +r=fl , 
px'+qt/'+r:' + d=°. 

cioè che si abbia 


a 1 1 m p 
lì li l q 
m l c r 
p q r tl 



41. Una superficie di 2" yrado animelle un numero in fi- 
nito di piani diametrali, intendendo per piano diametrale, 
un piano che biseca un sistema di corde parallele. 

Combinando l’equazione generale di 2° grado con quella 
del piano px-\-qy + rz=Q , si ha che la seziono comune a 
questi due luoghi è la stessa che quella prodotta dallo stes- 
so piano nella superficie, 

ax* -+- by* + llyz -\-2mxz -4- 2nxy -f- d=0, 


la quale avendo il suo centro nell'origine, si vede che tutto 
le corde condotte per questo punto nel piano proposto resta- 
no bisecale nel punto medesimo. Ciò posto supponiamo un 


A D 

sistema di corde parallele alla retta x = —z, y=—z, està- 

u va 


no x' y' z' le coordinate del punto medio di una di queste 
corde; trasportando l'origine in questo punto, il piano che 
conterrà tutte io corde bisecate in esso sarà 


dlJ' dU* dU' 
d. ? x - h d^ ,J + d7 : '- t) - 
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, <ZU' dV dV 

ove i simboli — , , — — , esprimono rispettivamente lo 

il x' ihj dz 

prime derivale della proposta equazione rispetto a ciascuna 
variabile, c cangiato xijz in x'ij'z'. 

Quindi è d’uopo che la retta x =- y — \ z esista in que- 
sto piano," onde si avrà (31) 


A 


dii» dV' dV' 
dar'”*” dy' dz' 


0 , 


di’ è l’equazione del luogo de’ punti inedii del sistema pro- 
posto di corde parallele, c come si vede è un piano che pas- 
sa pel centro della superficie. 

Per esprimere che il piano trovato passa po’ punti mc- 


dii delle corde parallele alla retta x 



diremo 


che questo piano è coniugato di questa retta. 

Si può arrivare allo stesso risultamcnlo ricercando il 
luogo di tutte le corde le quali sono bisecale nella origine. 


Or se x — -z 



sia una di queste corde è d’uopo che 


combinandola coll’equazione della superficie i valori clic si 
ricavano per : siano uguali e di segno contrario, il che non 
può aver luogo se il coefficiente di z al primo grado non si 
annulli così che si abbia 


A rt 

-p-h-q-tr = ( ) , 


ovvero 

A/)-|-B(/-f-Cr=0 , 

r h’ è la condizione perchè la corda proposta esista sul piano 
2 J x-j-rjyd- rc=0; ond’ è che questo piano è il luogo richiesfo. 

Or avendosi un sistema di corde parallele ad x = - z , 
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y ~—z , trasportando l'origine nel punto medio ad y' z 1 di 

una di queste corde, é d’uopo clic essa corda cada nel piano 
espresso «lai termini di 1" grado dell'equazione trasformala. 
Onde sarà 


<iU' 

di 7 


A ^77 + 


^ + C^ = 0 
d,j‘ dz' 


di' è l'equazione richiesta. 

4 ‘2. Se il piano coniugato ad mia ratta x 



z 


A' B' 

parallelo ad mi altra ratta \ ——z, g——, z viceversa d jiia- 

C t . 


no coniugalo di questa seconda ralla sarà parallelo ulta 
prima. 

Infatti sostituendo ai simboli i loro valori, si ha che la 
condizione perché il piano sia parallelo alla proposta retta è 


or questa equazione si può scrivere 

A(A'.H-l]'u-|-C'*n)+B(A'/H-B'b+C7)+C(A'»n-+-B't-f-C'c)=0 

la quale mostra che il piano coniugato della seconda retta è 
parallelo alla prima. 

Quindi se pel centro della superficie si conduca un 
piano ad arbitrio AOB , e nella sezione prodotta che sarà 
una conica si conducano due diametri coniugali qualunque 
A A' , IdB'; so supponiamo che la CC' condotta pel centro 
sia coniugata al piano AOB, ciascuno ile' tre piani COA , 
COI», AOB sarà coniugato alla comune sezione degli altri 
due, sicché diremo elio questi tre piani formano un sistema 
di piani coniugali, c le AA' , BB', CC' si diranno diametri 
coniugati della superficie, onde si fa manifesto clic mia su- 
perficie di 2° grado ammette un numero infinito di sistemi 
di diametri coniugali. 
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Da ciò si raccoglie che so 1' equazione della superfìcie 
riferita al centro mancasse de' termini , y: , zx , xy, i tre 
piani degli assi formerebbero un sistema di diametri con- 
iugati. 

Se un piano è perpendicolare allo corde che gli sono 
coniugale allora si dice eh’ esso è un piano principale, e la 
sua corda coniugata che passa pel centro diccsi asse prin- 
cipale. 

43. Una superficie di 2" grado ha in generale tre piani 
principali. 

A 15 

Siano x — -z, >/=— : , 1 equazioni di una rei- 

(-4 (i 

la, il piano coniugalo alle corde parallele a questa, sarà 

\(ax-j—ny— f-nic)— t-D( ? i x-\—hij-\-l z )-4-C( g-^-c r ) — 0 , 

supposto la superficie riferita al centro. 

Ciò posto le condizioni perchè la retta proposta risulti 
perpendicolare a questo piano saranno (33) 

Aa+Bn-t-C»n=RA , Ati+Bò-f- Cl— RII , 


Esprimendo R rispettivamente il rapporto tra ì coefficienti 
dell'equazione del piano e la quantità A, II, C. 

Or queste equazioni potranno aver luo^o se si ha la 
condizione 


ovvero 


a •*— Il n 
n It — lì 
m l 


ni 

l 

— R 



R’ — (a -f- b -f- c)R* +(ab + bc + ac — l* — ni" — n*)R 
— ( ahc -t- 2 Imn — al * — bm* — c»*) =0. 

Tratti i valori R da questa equazione, saranno altresì 
determinali per ciascuno di essi i valori di A , R, C ; onde 
si vede che ogni superficie di 2“ grado ammette tre piani 
principali, perciocché le radici della precedente equazione 
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sono sempre reali. Infatti essa può mettersi sotto la forma 
(R— a) [(R — b)(R — c)— l*] — m*(R — b) — n*(R — c)— 21 mn=0 . 

Or poniamo (R — b) (R — c) — I*=0; le radici di questa 
equazione elio sono evidentemente reali siano », e p, e sup- 
poniamo, *>p. Ponendo in questa equazione successiva- 
mente R = oo, R=b, R=c , R= — x , la funzione pren- 
de i segni -4- , — , — , -+- , onde la maggior radice » sarà 
maggiore di a, e di b, mentre la minore £ ne sarà minore. 

Or ponendo nell’equazione proposta R=», la funzione 
si riduce a 


— [(» — — c)»*] , 

ed essendo la quantità chiusa in parentesi un quadralo per- 
fetto in virtù delia relazione (* — b) (* — c) = i*, si vede che 
il risultamcnto sarà essenzialmente negativo. Ma se ponia- 
mo R=P, si ha per risultamene (6 — p)m* — 2lmn-\-(c — {3)»* . 
quantità positiva per essere altresì un quadrato; quindi 
l'equazione proposta darà tre variazioni sostituendo R=» , 

R = », R = p, It = — x , onde essa avrà lutto e tre le radici 
reali. 

ìi. Calcolare l'equazione della superficie di 2° tjrado rap- 
portandola ai piani principali. 

Supposto che 1’ origine stia nel centro della superficie, 
e che i piani cui si riferisce siano ortogonali, è chiaro che 
per passare da questo sistema di piani a quello de’ piani 
principali è d'uopo sostituire nella proposta equazione in 
luogo delle variabili le formolo del paragrafo (8) e doler- . 
minare le costanti colla condizione che spariscano i coeffi- 
cienti de' prodotti delle variabili, cioè che la funzione 

me* -f- by* cz* -t- 2lyz-\- 2mzx -\-2nx>i , 

si muli in un a\tra della forma 

a'X’ + b'Y'-t-c'Z*. 
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Ma possiamo calcolare questi coeflicieuti, a' , b' , <■' , 
osservando, eli’ essendo evidentemente 

oc* -+- y* +£*=X*+ Y* + Z’ , 
si avrà l’ equazione 

<tx*-+-by*-\-cz t -+- , ìltjz-\-2mzx-i-''2nx>j — R(a:*-(-»/’-t-i*)-= 
a'X'-t-l/Y'+c'Z* — -R(X*-t- Y*-t-Z*) , 

nella quale R rappresenta una costante qualunque. Ciò po- 
sto è manifesto che se il primo membro di questa equazione 
si scinde in due fattori cioè che il valore attribuito ad R 
annulli il suo discriminante, lo stesso valore di R deve an- 
nullare altresì il discriminante del 2° membro; ma questo 
secondo membro non può scindersi in due fattori ammeno- 
ché non sia R=«', o R —b' t o R=e', quindi uguagliando a 
zero il discriminante del primo membro, cioè 

R J — (a+b+c)R*-(-(«b+bc+ca — I 2 — m a — h*)R 

— (uòc+2/nm — fli a — bm* — cn*)=0 , 

si avrà che le radici di questa equazione saranno i coolìi- 
cienli ri'X*, d'Y* e di Z a neH’equazione della superficie ri- 
ferita ai suoi piani principali. 

•45. Le radici della precedente equazione essendo tolte 
reali, come si è dimostralo nel numero (45), supponiamo che 
siand tutte positive, e che sia il termine noto U'>0; in que- 
sto caso l’equazione proposta, indicando con a, b, c le por- 
zioni che la superficie taglia sugli assi principali, prenderà 
la forma 


;+T7+-;=' l > 


assumendo per asse delle x quello sul quale l’ intercetta è 
la massima, e per asse delle z quello sul quale l’ intercetta 
è la minima, sicché supponiamo t(>h>c. 
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In coordinale polari l'equazione della superficie, sarà 

1 cos\x ' cos’j eos'y 
f~~ù r ~ r 1? 1 c 7- ' 

Ponendo a*=m b*=nc* , la precedente equazione di- 
viene 

1 cos a *-f-mcos t j2-t-»cos*y 

f* a* 

or essendo wj, ed n maggiori dell’unità, c cos^a-t-cos*^ 

-t-cos’y = I, sarà cos**-|-»)i cos*|3 -(- n cos*y > 1 , e quindi 
sarà «>(:. In modo analogo si dimostra essere c<p. Onde 
la superficie è limitata in lutti i sensi, c prende il nome di 
Ellissoide. 

Quindi s'inferisce eh’ essendo la superficie limitala in 
ogni senso, qualunque seziono prodotta in essa da un piano 
dev’ essere un ellisse; cosi il piano z=p produrrà la se- 

fi® 

zione rr = l — —, la quale è un ellisse che si annulla 
a b c* 1 

per s=±c , e quindi la superficie ò compresa tra questi 
due piani , e similmente per gli altri assi. I 

Se due degli assi fossero uguali , come per esempio 
«=b, tutte lo sezioni parallele al piano delle xij sarebbero 
de’ cerchi , e la superficie sarebbe di rivoluzione, prodotta 
da un ellisse girante intorno al suo asse minore: se fosse 
b=zc, si avrebbe un ellissoide generato da un ellisse che si 
aggira intorno all’asse maggiore. 

Se nel caso che consideriamo cioè che le tre radici 
.dell'equazione in 1\ sono positive, si avesse U'<0, l’equa- 
zione proposta si ridurrebbe a 



c quindi non vi sarebbe alcun punto dello spazio clic la po- 
trebbe verificare, onde la data equazione esprime un as- 
surdo. 
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Se fosse U'=0 , si avrebbe* 


» 



eh' esprime l'origine delle coordinale. 

40. Supponiamo in secondo luogo , che una radico del- 
l'equazione in R sia negativa. L’ equazione della superficie 
prenderà la forma 



e quindi la superficie non incontra uno degli assi, clic noi 
abbiam supposto essere quello delle z. 

Le sezioni prodotte da un piano parallelo a quello dello 
:nj sono evidentemente delle ellissi, lo quali non divengono 
giammai immaginarie qualunque sia il piano secante, onde 
la superficie ò continua e si estende all'infinito. 

Le sezioni prodotte da’ piani paralleli agli altri piani 
principali sono delle iperbole. 

Questa superficie è delta Iperboloide ad una falda. 

L' equazione polare di questa superficie sarà 

1 cos"* _ cos*p cos*y 

7 ,=_ rt i ' b* c*“ ’ 

onde si ha clic il raggio vettore incontrerà o pur no la su- 
perficie, sceondochc il secondo membro di questa equazione 
sarà positivo, o negativo; di più si vede che 'il raggio vettore 
diviene infinito quando questo secondo membro è uguale a 
zero, cioè clic l’equazione 



rappresenta il cono asintotico della superficie proposta. 

È chiaro inoltre, che se si ha a—b, la superfìcie sarà 
di rivoluzione. 
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47. Da ultimo supponiamo che due radici dell' equazione 
in R siano negative , onde l’equazione della superfìcie si 
riduce alla forma 



La sezione prodotta da un piano parallelo a quello dello 
yz è un ellisse, cioè 



la quale sarà reale sino a che p è maggiore di ±a, e quin- 
di tra i piani x=a, x= — a, non vi sarà ncssuu punto 
della superficie, quindi essa si compona di due porzioni 
separate. 

Le sezioni prodotte da' piani paralleli agli altri due 
piani principali sono delle iperbole. 

Questa superficie è detta iperboloide a due falde. 

Se b = c, la superficie sarà di rivoluzione, cioè sarà la 
superficie generata da un iperbole che gira intorno al suo 
asse trasverso. 

48. Se il discriminante de' termini di 2° grado della 
proposta equazione è uguale a zero, stando il centro all’ in- 
finito segue clic non può l’equazione essere liberata da tutti 
i termini di i° grado ; ma in questo caso determineremo i 
piani i quali passa'ndo per la medesima origine siano paral- 
leli ai piani diametrali , il che si farà identicamente corno 
nel (43). Quindi indicando con X , Y , Z le perpendicolari 
abbassale da un punto qualunque x,y,z della superficie so- 
pra questi piani, mediante le note relazioni tra queste gran- 
dezze (20) potremo esprimere x , y , z in funzione di X,Y,Z 
c quindi 1' equazione della superficie rispetto ai nuovi pia- 
ni, e questa nuova equazione mancherà di uno de' termini 
quadrati essendo zero uno de' valori di R ; onde essa pren- 
derà la forma 

a\c* ± b'y * h- 2 p'x-\- ’ìq'y -+• 2r'z + d= 0. 

0 
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Quindi possiamo trasportare I' origine per modo die 
svaniscano i termini di primo grado in y e in x, e di più il 
termine nolo, onde l’equazione si riduce all'altra 

, (i'x*rbù'i/ 5 -)-tìr'r=0. 

Ai). Ur se b' è positivo, si vede dio le sezioni jirodolte da 
piani paralleli ai piani delle xz, e delle yz sono delle para- 
bole, mentre quelle fatte dai piaui paralleli a quello delle 
ry sono delle ellissi. 

Questa superficie è delta Paraboloide ellittico. 

Evidentemente essa si estende in una sola direzione, 
cioè nel senso dell'asse positivo delle r se si ha r‘ <0 , e 
nel senso contrario se è r > 0. 

50. Or poniamo che sia b' < 0; in questo caso la sezione 
prodotta dal piano delle xz sarà una parabola an* -f-2r'c=U 
avente per asse di figura l’asse delle s : similmente la se- 
zione prodotta dal piano delle yz sarà un altra parabola 
b'y » — ‘2r'r=0 giacente in un piano perpendicolare a quello 
della prima, col medesimo asse clic quella, ma rivolto in 
senso contrario, c finalmente con lo stesso vertice. Inoltre 
lo sezioni prodotte da piani r = ±p paralleli a quello delle 
xy sono delle iperboli simili a’x* — &b/»±2r'p = 0: però 
le sezioni che si trovano da un lato del piano xy non sono 
similmente ^oste rispetto a quelle che trovatisi dal lato op- 
posto come si fa chiaro cangiando il segno di p. Gli asintoti 
di tutte queste iperboli sono parallele alle due rette a'x * — 
b'i/®=0ch’è la traccia che lascia questa superficie sul piano xy. 

Osserveremo da ultimo che tutte le sezioni piane falle in 
questa superficie sono iperbole o parabole. Infatti combi- 
nando l'equazione di un piano qualunque A.r -j- By C,z -f- 
D =0 coll' equazione di questa superficie , si ha che elimi- 
nando la : l’equazione della proiezione sul piano xy della 
sezione prodotta da questo piano ò un iperbole, e quindi la 
sezione stessa sarà altresì un iperbole: nel solo caso che la 
sezione fosse parallela all’asse delle r la sezione sarebbe 
una parabola. Epperò questa superficie si chiama Parabo- 
loide iperbolico. 
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51. Se si avesse altresì l»'=0 , col trasportare I origine, 
possiamo far svanire il termine ili primo grado in x ed il 
termine noto , onde l’equazione della superficie si riduco 
alla forma 

a'x* -+-2q'i/+tir';=;0 , 

ma cangiando la direzione degli assi delle r, e delle </, nel 
loro medesimo piano, ed assumendo per piani coordinati il 
piano q'y- |-r'z=0, ed un piano perpendicolare a questo, 
che passa per l'asse delle .r; l'equazione si riduce all’altra 

u'x-+q"y = 0 , 

la quale rappresenta un cilindro avente per hasc una pa- 
rabola. 

52. Se nel caso di V — 0 si avesse altresì q' — Q, »•' = 0 
l'equazione a'x , -(-d=0, rappresenterebbe evidentemente 
due piani paralleli. 

53. A rischiarare la precedente discussione proponiamo 
i seguenti esempi numerici. 

1. ° Sia l'equazione di una superficie 

7x* lìy” ór 2 — ijy: — ixy — 0 = 0; 
l’equazione ohe determina la lunghezza degli assi sarà 
R J — I8R“ 4- 99R — 102 = 0 , 

le cui radici sono 3,0, 9, onde l’equazione della superficie • 
riferita agli assi sarà 

.c* + 2y* + 3z* — 2 = 0. 

Quindi la data superficie è un ellissoide. 

2. ° Sia l'equazione 

7 .«■* — 13j /* -b ti: 3 + 2Lcy -|- 12 yz — l‘2jx = _L .Si . 

I’ equazione cubica sarà 

10 — 343R — 2058 =0 . 
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quindi J.i proposta si ridurrà all'aUia 

re® -f- 2 / — 3i® = ±: 12 ; 


ondo essa esprimerà un iperbole ad una o due falde, secon- 
do il segno che si dà al termine noto. 

3.° Sia ora l’equazione 


5x* — 7y® 4- z* -f- Gzx -f- 4y 4- 2x 4- 4i/ 4- (il = 8. 

L’equazione in R ci dà i tre valori R=0, R=7 , R= — 2. 
Quindi i piani che passano per la medesima origine e che 
sono paralleli ai piani diametrali § (43) saranno 

x-\-2y — 3z=0 , 4x-t-»/4-2r=0 , x — 2y — z=0 , 

epperò sarà 

v _ 4x4-1/4-22 _ x — 2y — 2 __ x 4-2»/ — 3z 

1/21 ’ |/0 1/14 ’ 


tirando da queste equazioni i vati d'x , y , z e sostituendoli, 
1' equazione proposta si cangia nell’altra 


- 221 / 


24x 


1/21 


2j/% 


1/14 


z = 8. 


Tassando finalmente da assi ad assi paralleli colla condi- 
zione che spariscano i termini con x , con y ed il termine 
noto si avrà l’equazione 


7x® — 2/ 


8z 

\/U 


54. In un dato punto x' y' z‘ di una super/icie di 2° grado 
applicare il piano tangente. 

Trasportando l'origine nel punto dato, l’equaziono della 
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superficie diverrà 


ax*+hf-\- cz‘‘ + 2lyz-h < 2mzx-\-znxy 


dU' 

+ — 


dU' 

’dx' 


d\J‘ 

dz 


0. 


Or menando per la nuova origine una retta qualunque 



B 

C 


perchè questa retta si trovi nel piano ri- 


chiesto è d'uopo che i punti ove ossa incontra la superficie 
coincidano coll’origine , quindi sostituendo nell’equazione 
della superficie i valori d’ x, c à’y tratti daU'cquazioni della 
retta, si ha un equazione in z le cui radici debbono essere 
uguali a zero, c quindi dovrà essere 


. dU' 
X dx' 


+ B 


dXY 

dx' 


+ 


d\y 

dx 1 


0, 


eh’ è la condizione perchè la retta proposta si trovi nel piano 


dU' dU' dU' 

2 _°; 


onde questa sarà l’equazione del piano richiesto, riferito ai 
nuovi assi, c quindi rispetto agli assi dati sarà 


dU' 
dx ' 1 




Or se, rendiamo omogenea l'equazione della superficie 
rispetto alle variabili x y z ed all'unità lineare che indiche- 
remo con a , si avrà identicamente 


dir dir . dir , dir 

dx' ^dy' J dz' da 


a=2U' = 0 , 


quindi sommando questa identità coll’equazione del piano , 


Digitized by Google 



— 4 <; — 


questa premierà la forma 


d\V dU' dU'. dU' „ 

_x4-_ y+ — z + — *_0 ; 


ovvero sostituendo i valori ai simboli 


(«x' -f- n y‘ -f- mz' + p)x -f- (>ix' -t- by ' ' lz' -+- q) y 
-t-(i)ix'+fy'+c;'+r)n-px'+(/i/'-|-ri'-t-d=0. 

•">5. Questa equazione essendo simmcllrica rispetto adxi/r, 
ed x‘ z’, segue che può presentarsi sotto la forma 


dU , dU , dU , dU 

— x -) — — y -) — — z — — * = 0. 

dee ibj dz d* 


Quindi se da un dato punto intendiamo condotto un 
piano tangente alla superficie, è manifesto che tra le coor- 
dinate del punto dato, e quelle del contatto deve aver luogo 
la precedente relazione, intendendo per x' y 1 z' il punto 
dato e per x y z quello di contatto ; onde si raccoglie che 
questo punto non dovendo soddisfare che la sola relazione 
procedente, sarà uno qualunque della sezione prodotta nel- 
la superficie data dal piano espresso dalla connata equazio- 
ne; cioè che sono infiniti i piani tangenti che si possono 
condurre dal dato punto, i quali toccano tulli il cono clic ha 
per vortice il punto dato , e per direttrice la sezione pro- 
dotta nella superficie del detto piano. 

11 piano di questa sezione è detto jiiano polare del dato 
punto, e questo il polo di quel piano. 

Il piano polare dell’origine sarà, come è chiaro 

px + q y -t- rz -t- d = 0. 

•Iti. Menando pel punto proposto un piano che sega la su- 
perficie, esso procurri in questa una conica, nel cono tan- 
gente le due tangenti condotte dal punto a questa conica, >• 
noi piano polare la polare del punto rispetto a questa coni- 
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ca , quindi si lia clic una trasversale qualunque la quale 
passa pel punto sarà divisa armonicamente dalla superficie, 
dal punto e dal piano polare. 

Questa proprietà però dimostrasi egualmente col cal- 
colo, perciocché assumendo la trasversale per asse delle x 
ed il punto dato per origine; se A, e A' sono i punti d’ in- 
contro della superficie coll’asse, sarà 

I 1 2p 

ÓA ~ l_ OA' := (ì 

Inoltre il piano polare ci dà, indicando con O' il punto 
1 V 

ove esso taglia l’asse - — ;= quindi si ottiene 

D 00' d 1 

II 2 

OA + OA' 00' 

57. Assegnare le condizioni perchè inni captazione di i’ " 
grado esprima ima superficie cilindrica. 

Otterremo le richieste condizioni, esprimendo che il 
piano polare di un punto qualunque x' y' z' sia parallelo ad 

A B 

una retta fissa. Quindi supposto clic siano x~ — z, y=—x 

u * * 

l'equazioui di questa retta , la condizione perché il piano 
polare le sia parallelo sarà 

(ux'-f-ny '-t— tu r'+ji)A-t-(H.r'-t-hj/'-t-l 
-+-( mx'+iy '-4-c :'-f-r)C=0. 

Questa condizione dovendo aver luogo indipendente- 
mente dal punto x' y' s', e d’uopo che sia 

aA+nB-f-twC=0 , 

nA-t-òB-H C=0, 

•/uA-t- IB + c C=0 , 
p\ + qll -t-r C = 0 , 

Perché queste equazioni possano coesistere debbono 
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aver luogo le condizioni 


a n m 


n b l 

n b l 


m l e 

mie 

= 0, 

p q r 


le quali sono equivalenti alle altre 



in l 

e 


p q r 

* 

p q 

r 


a n in 


a n 

7)1 

=0, 

n b l 


Cioè che l'equazione proposta esprime una superficie 
conica, il cui vertice è ad una distanza infinita (38), (39). 

58. Assegnare le condizioni perchè ini equazione di 2° 
grado esprima il sistema di due piani. 

Otterremo similmente le richieste condizioni espri- 
mendo che il piano polare di un punto qualunque x' y' z' 
passi per una retta fissa. Quindi supposto elio l’ equazioni 

di questa retta siano x=^z+A', si avranno le 

C* C» 

condizioni (34), 


+(mx'+ly'-ì-cz'+r)C—0 , 
(ax'+ny , -\-mz , -hp)A'+(nx'-i-by'-t-lz'-\-q)B' 
+px'-\-qy '-t-rz'-RÌ=0 . 


Dalla prima di queste equazioni si hanno , operando 
come nel numero precedente , due condizioni cioè 


m l e 


P <1 »' 

p q r 


« n m 

a il in 

=0, 

n b l 


e dalla seconda non si ha che una sola nuova condizione , 
cioè 


« b q 
m l r 
p q A 



perciocché l'ultra è identica ad una delle due precedenti. 
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59. Assegnare le condizioni perchè un equazione ili 2" 
grado esprima uva superfìcie di rivoluzione. 

roichò ogni piano pgrpcndicolare all’asse ili rivoluzione 
produce una sezione circolare, segue che un sistema di 
corde parallele in ciascuno ili questi cerchi è bisecato dal 
piano il quale passa per l'asse e pel diametro del cerchio 
perpendicolare a quelle corde. 'Quindi si ha che ogni piano 
il quale passa per l’asse è un piano principale; oud’ 6 elio 
l’ equazioni del numero (43), le quali determinano l’incli- 
nazione de’ piani principali, è d’uopo si riducano ad una 
sola, quindi si avranno le condizioni 

a — R n rn a — R n m 

n h — R b ’ a l e — R 

Eliminando quindi la R si avrà che le condizioni ri- 
chieste saranno 

mn vi ln> 

l rn n 

(X). In una superfìcie di 2° grado le sezioni prodotte da 
piani paralleli sono delle coniche simili. 

Infatti possiamo sempre supporre che i piani secanti 
siano paralleli ad uno dc’piani degli assi, come per esem- 
pio a quello delle xy: ponendo nell’equazione della super- 
ficie z = k, si ha che qualunque sia il valore di k, i ter- 
mini di 2° grado in x , ed y restano immutati, e quindi 
le sezioni saranno delle coniche simili. 

Gl. Se per due punti A , R nello spazio si conducono due 
corde parallele in una superficie di 2° grado , supposto 
che 11 , R' siano i punti d'incontro della prima corda colla 
superfìcie, ed S , S' quelli della seconda , sarà 

AR X AR' : BS X BS' = U : U' , 

essendo U , U' i valori che prende l'equazione della super- 

7 
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fide sostituendo in luogo delle variabili rispettivamente le 
coordinale de' punti A , li. 

Infulti passando da coordinate rettilinee a coordinate 
polari , trasportando l'origine nel punto A, si lia che fa- 
cendo coincidere il raggio vettore con la corda RAR' il 
coefficiente di f sarà lo stesso che ponendo l'origine in lì, 
e facendo coincidere il raggio vettore con SAS', e quindi 
il rapporto di U ad U' sarà quanto quello di 

AR XAR': RSxBS ! . 


CAPITOLO VI. 


1>E - DIAMETRI CONIUGATI. 


02. In mia superficie di 2" grado il piano fungente in 
mi punto x'y'z' c parallelo al piano coniugato del diametro 
che passa pel punto. 

Infatti riferendo la superficie ai suoi assi principali, 
la sua equazione prende la forma 




-4- 



i 


e quindi il piano tangente nel dato punto sarà (53) 

■r'.r y’y s f z_ 

a* b • c* 


Or cercando il piano coniugalo della retta 


x' 

X = — - z 


y 1 

y — — , si ottiene (40) 


x'x [ y'y 


b' 


= 0 . 


II quale come si vede è parallelo al piano tangente. 

cosa COSjS 


03. Conducendo un diametro ,r : 


cosy 


cosy 
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, , x'z y'ii z'z 

nel piano diametrale — + = 0 , saia questo un 

diametro coniugato di quello clic passa per x'y'z' ; or so- 
stituendo si avrà 


x'cos* 11 ' cos/3 z' 

|-- -h =0 ; 

rt’cosy 6*cosy e* 

ed indicando con *' ,p' ,y' , gli angoli che il diametro che 
passa pel punto x'y'z' comprende cogli assi , otterremo , 
osservando che x'y'z' sono proporzionali a cos*', cosp', cosy, 

cos*cos*' cosjJcosjS' cosycosy' n 
2 i 1 2 I g ) 

»* li c 


eh’ è la condizione alla quale debbono sodilisfarc due dia- 
metri perché siano coniugati. 

fti. Sia x'y'z' un punto della superficie , se poniamo 
x' = acosX , y' = bcosi* , z' = c cos» , è manifesto che do- 
vendo il punto sodisfare 1’ equazione della superficie , si 
avrà la relazione 

C 0 S*X -|- cosV -+- cos'v = 1 , 

cioè che gli angoli X , f* , » , sono quelli che una determi- 
nata retta comprende cogli assi. 

Se un secondo punto sia 1’ estremo di un diametro 
coniugato di quello che passa pel primo punto , se indi- 
chiamo con X' , n' , »' , gli angoli coi rispondenti, è chiaro dal 
numero precedente , che si avrà la relazione 

cosXcosX' + cospcosp' + cosvcosv' = 0 , 

cioè che le due rette determinale dai punti presi sulla su- 
perficie sono tra loro perpendicolari. 

05. La somma de' quadrati di tre semidiametri coniugali 
è costante. 

Indicando con x'y'z' l’ estremo di uno de’semidiame- 
tri , il quadralo di questo sarà x'*-+-y'*-\-z n , ovvero 

a’cos’X -+- b*cos*f* 4- c’cos*» , 
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similmente si avrà 


tt’cos’i.' + ?»*cosV -+■ e’eos’v' , 
rt*cos*).” -f- ò^eos’ii" -|- c*c os’v" , 


sommando queste tre espressioni si ottiene a’.-l- b* -+- c*. 

(iti. Il volume del parallellepipcdo avente per lati tre se- 
midiametri coniugati è costante. 

Indicando con sc l g l z l , xpj x z, , sCjt/jZ 3 gli estremi di 
Ire semidiametri coniugati, il volume enunciato verrà e- 
spresso da (24) 

I). z, 

a-,;/. z e 

x , V, ■ 

Perciocché il parallelepipedo enunciato è sestuplo del 
tetraedro avente per vertici il centro della superficie e gli 
estremi de’semidiamelri. Quindi sostituendo per. ar t , y t , r, , 
ecc. i valori si ha 


ale 


COS). COSft COSv 
cosX' COS|a' cosv' 
COSX" COSfx" cosv" 


Or se facciamo il quadrato di quest’ ultimo determi- 
nante, è facile il vedere per le relazioni del numero (Gì) 
ch’esso è uguale all'unità, c quindi il parallelepipedo pro- 
posto risulta uguale ad abc. 


DELLE SEZIONI CinCOLAUI. 

07. In una superficie di 2° grado' vi sono in generale due 
serie di piani paralleli che producono nella superficie delle 
sezioni circolari. 

Per ricercare queste sezioni circolari, riflettiamo elio 
se vi ù un piano che sega la superfìcie secondo un cer- 
chio, vi sarà ancora un piano parallelo al primo il quale 
passando pel centro produce egualmente Una sezione cir- 
colare ; quindi vi sarà una sfera concentrica alla super- 
ficie la quale ha con questa una sezione piana, c però 
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I' ('qiiaziono della superficie si dovrà scomporre in due 
parli , una delle quali esprima una sfera concentrica, u 
l'altra ('equazione di due piani, perciocché è chiaro che 
questa parte dev’essere di 2" grado rispetto alle variabili. 

Di più si vede che questa seconda parte deve man- 
care di termine nolo, o non può avere che solo due ter- 
mini colle variabili elevale e quadralo ; quindi l’ equazione 
dovrà prendere la forma 


a;» 4- ,f -f- :* — M + Nsc* + IV = 0 ; 


onde dovrà aversi , nel caso dell - ellissoide 


11 1 _l-t-X l_l-j-P 

T*~ m ’ ‘ ~yT’ 

c però sarà 


M = 6* , 




quindi avremo 


ac* 4- >r 4- •’ — 1>® 4 




Essendo reali i piani determinali dall’equazione 



per essere a > h > c , segue che nell’ellissoide vi sono 
due serie di piani che producono nella superficie delle 
sezioni circolari. Nò ve ne sono altri, perciocché trasfor- 
mando l’equazione in modo che l’equazione de’piani con- 
tenga x * ed y® , o y* e ;® , si vede finalmente che questi 
piani divengono immaginari!. 
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Per l’ iperboloide ad una falda P equazione de' piani 

sarà 



Nell’ iperboloide a due falde 1’ equazione de’ piani è 
bensì reale, ma quella della sfera è immaginaria, onde 
in questa superficie non si può avere una seziono piana 
circolare che passa pel centro. Ma trasportando l'origine 
ad uno estremo dell’asse reale l’equazione della super- 
ficie sarò 




a 


sommando questa equazione con quella della sfera. 



ove si suppone e>/>, si ottiene l’equazione di due piani 

u* 


— T ni U — 


Per il paraboloide ellittico 



si otterranno i piani clic danno le sezioni circolari, sot- 
traendo l'equazione della superficie data da quella della 
sfera 


x* i/* 

— s — 

a* a* « 


ol 
• <■ 


onde si ottiene 


•&V — («* — b*)>f = 0. 
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Nel paraboloide iperbolico non vi può essere alcuna 
sezione circolare , poiché segnando le superficie con un 
piano , la sezione ha sempre rami infiniti. 

08. Due sezioni circolari prese l’una in una delle due serie, 
c l'altra nell'altra stanno sempre sojtra una medesima sfera. 

Infatti i termini di 2° grado nell’ equazione che dà 
il sistema di due piani qualunque paralleli alle sezioni 
circolari , sono nel caso dell’ellissoide 



e quindi l’espressione 



rappresenterà i termini di 2° grado nell’equazione di una 
superficie del grado medesimo che passa per le due sezioni 
prodotte dai due piani nell' ellissoide stessa. Or ponendo 

1 

m=— , i coefficienti d’ x* , y* , oc* divengono uguali, e 
b 

quindi la superficie diverrà quella di una sfera che passa 
per lo due sezioni circolari proposte. 

(50. È manifesto che in generale nelle superficie di 2° 
grado vi sono quattro piani i quali essendo paralleli ad 
una sezione circolare sono tangenti alla superficie. Il punto 
di contatto di ciascuno di questi piani colla superficie, si 
chiama ombelico. 

È facile il determinare le coordinate di questi punti. 
Così nel caso dell’ ellissoide , questi punti sono allogati 
sulla sezione principale nel piano xz , c debbono esser 
tali clic il semidiametro coniugato di quello che passa per 
ciascuno di questi punti sia uguale a b , perciocché i piani 
diametrali che producono le sezioni circolari passano a- 
mendue per l'asse principale 2 b , come si rileva dall' e- 
quazioni di questi piani (07). Quindi si vede che il qua- 
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drato del semidiametro che passa per Tombolino sarà ugna 
le a «* -t- o* — h* , onde si avrà 



h' — 


t 


.* 


r* a — c* 


RELI-E SEZIONI RETTILINEE. 


7i). Per ciascun punto dell' iperboloide ad una falda si 
possono condurre due rette le quali giacciono sulla super- 
ficie. ' 

Infatti prendiamo un punto x , /3 dotta seziono prin- 
cipale sul piano .ri/ : una retta qualunque che passa per 
questo punto avrà per equazioni 


,T = pz + a , f y = qz-hP- 


Perché questa retta possa stare sulla iperboloide , <; 
d’uopo che sostituendo «questi valori d'x, e d’y nell’equa- 
zione della superficie , questa resti avverala indipenden- 
temente dalla z , onde si avranno le condizioni 


P 

a* 



*P 

a* 



quindi si ricava 



onde pel punto proposto possonsi condurre due rette sulla 
superficie cioè 


( 1 ) 

( 2 ) 


a3 bx 

x — — «•+-*, y — z ■+■ fi , 

he ac 

«fi bx 

x — — ; — z -+• * i y — — z- 1-|5. 

bc ac 
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Queste «lue rette giacciono in un medesimo piano ver- 
ticale , perciocché amen due hanno la stessa proiezione sul 
piano xy , cioè 




x.r 

a 


cli c Ja tangente alla sezione nel punto * , 

Or se eliminiamo x , p tra l' equazioni (1), e la rela- 
»’ c * 

/ione l i o veramente tra questa stessa Tela- 

ci b 

zione e l’eqftnzioni (2), si ottiene l’equazione dell’ iperbole. 

Quindi si raccoglie elio questa superficie si può in- 
tendere generata tanto dalla retta (1) , come dalla (2). 
Laonde si fa manifesto il teorema enuncialo. 

Ciò posto ò facile il vedere che una retta del siste- 
ma (1) incontra tutte le rette del sistema (2). Infatti una 
retta qualunque del sistema (2) sia 


bc 


y = 


ac 


eliminando le variabili tra questo equazioni , e la retta (1), 
si ottiene l’identità 

«V* 4- ÒV = «»£'* 4- 6V\ 

71. Per ciascun punto del paraboloide iperbolico passa- 
no due rette che giacciono sulla superficie. 

.T* lf Z 

Sia — — - ~== - l’equazione della superficie ed 

X = pz 4- a , y = qz 4- 0 , 
quelle di una linea retta , la quale passa per un punto * , § 

JJJ* ?/* 

della sezione — — =0, clic la superficie produce sul 

piano xy. Eliminando le x,y Ira l’equazioni della retta , e 

8 
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quella della superfìcie , si otterrà 


_ (qz- *-?)• _ : 
«* ò“ ~c 


Dovendo questa equazione aver luogo indipendentemente 
dal valore di z si avranno l'equazioni di condizione 


})* q* 2pa 2q3 1 a* /S* 

à'~b'~ ’ "7 r b r ~c' n* {*• 


ovvero 


«’ 


A 

a 


2 /»* 


2f/,3 


I segni si corrispondono nel modo come vien indicalo dal- 
t'equazioni medesime: altrimenti i valori di p, c q diven- 
gono infiniti. 

Quindi esprimendo i valori di p, e q in funzione di a, 
si ha che per ciascun punto della sezione della superfìcie 
sul piano xy passano due rette le quali giacciono sulla su- 
perfìcie, cioè: 


(1) 

( 2 ) 


«* ab b 

x=—z + x, y = — z a, 

icx oca il 


x= r~ z + * . 
oca 


ab b . 

■ — - — r + - a. 
4ca « 


Eliminando a tra 1’ equazioni (1), o fra le (2), si ottiene 
l'equazione della superficie, onde si fa manifesto che per 
ciascun punto di questa passa una retta del sistema (1), 
ed un altra del sistema (2). 

Eliminando la z tra 1' equazioni (1) si ottiene 

X 1/ « -f- h 

ab a 
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ondo si raccoglie clic le retto-ilei sistema (l) sono paral- 
lele al piano 



= 0 . 


Similmente si 
Iole al piano 


Ita che le rette del sistema (2) sono paral- 


u 



DELLE CONICHE FOCALI 


72. Ugualmente come abbiamo osservalo nella piana, elio 
nna conica è il luogo del punto le cui distanze da un punto 
fisso, e da una retta fissa sono in un rapporto costante, 
cosi potremo definire; una superficie di 2.° grado , come 
il luogo del punto tale che il quadrato della sua disianza 
da mi punto fisso stia in un rapporto costante al prodotto 
delle disianze dello stesso punto da due piani fìssi. 

73. A provare la proposizione enunciata fa d'uopo il 
far vedere come 1’ equazione di una superficie di 2." grado 
può mettersi sotto la forma 

(1) (x — s)*-4-(f/ — ?) b 4-(5— y)* 

=(Aa?-4-By+Cc-f-D)(Aa; / -hB'i/-i-Cs / -+-D / ). 


Or se poniamo A.r-(-l?j/-|-C: + D=:/; , indicando con k 
una costante qualunque , 1’ equazione (1) si trasforma in 
quella di una sfera, onde si raccoglie che un piano qua- 
lunque parallelo ad Ax-q-Bi/-f-C: + l) = 0 taglia la super- 
ficie (1) secondo una circonferenza. Lo stesso avendo luogo 
pel secondo piano A'x-t-I}'»/-|-C';-t-D , =;(), segue che se 
per esempio si tratta dell'ellissoide, l'cquazioui di questi 
due piani debbono essere della forma (07) 


l /«■— 1/ l /b*—c* , _ 

x — r-J-D=0 , 


1/q»— 6* 
a 


x-\- 



c 


m 
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e però 1' equazione (1) promlc la forma 


(x— *)* — (»/+£)* + ( z — ?)*= 0 





V 


x 



+ 1 )' 


) 


Dovendo questa equazione essere identica a quella dell' el- 
lissoide, è manifesto elle sarà £=0, cioè che il punto lisso 
dev’ essere allogato sul piano delle x, Inoltre si ha che 
i coefficienti della x, e della y debbono essere nulli, onde 
si trae , 


D' — D = 


l/a'—b' ' 


ì)' — D: 


ticy 


1/V— c* 


quindi si ottiene 


J) = — 


1/ a* 


t/V- 


», . (t c 

I)'-- ■■■■ a H r y. 

\/ a* — b* l /<!»—«’» 

Da ultimo uguagliando il termine nolo della precedente 
equazione a quello dell’ ellissoide, si ha sostituendo i pre- 
cedenti valori di I) e D' , 


u'-f-b* 

Cioè che il punto fisso non è già un solo, ma uno qua- 
lunque dell' iperbole espressa dall’ equazione precedente, 
omofocale colla sezione principale sul piano xz. Questa 
curva dicesi conica focale. 

Osserviamo che questa conica focale passa po’ quattro 
punti ombelicali della superficie ; infatti le coordinate di 
questi punti (69) sodisfano 1’ equazione della conica. 
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71. Sostituendo i valori di 1), e Li' , I’ equazione della 
superficie prende la forma 

(x—*)'+(z—yr-p,} = 



Ad ogni punto », y preso sulla conica focale, coYrisponde 
il sistema di due piani determinati dal secondo membro 
di questa equazione , ovvero il punto 



ove la commi sezione di questi piani incontra il piano delle 
xz ; perciocché é manifesto che questo punto basta a de- 
terminare il silo di quei due piani. 

75. La comuu sezione di questi due ]>iani dicesi direttrice, 
c se si conduce il piano per un punto qualunque » , y della co- 
nica focale e per la direttrice corrispondente; la sezione pro- 
dotta da questo jnano nella superficie avrà per uno de' fuo- 
chi il punto * , y , e per polare di questo punto la direttrice 
proposta. Infatti l'equazione di questo piano, dovendo pas- 
sare pel punto »,y , c per la direttrice sarà 

a* b" — c* «/ c" 

X » = . - I ; -| y 

a* — b" a*— b* 7\ b* — c % 

Mediante questa relazione, 1’ equazione della superficie ci 
dà una relazione della forma 



/ a® 

(x — »)* -f- (z — y)* + y' = A f x — - i — - 

or il primo membro di questa equazione esprime il qua- 
dralo della distanza ili mi punto della sezione del punto 
» , y , ed il secondo membro è proporzionale al quadrato 
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«lolla disianza del medesimo pillilo dalla direttrice , quindi 
si fa manifesto, elio la sezione è una* conica che ha per 
uno de' fuochi il punto * , y e per polare del fuoco la di- 
rettrice. 

715. La tangente applicala al punto « , y della conica fo- 
cale è polare del piede della direttrice rispetto alta sezione 
principale. 



e la polare del punto 



presa rispetto alla sezione 



sarà pure 


JtX 



= 1 , 


onde si fa manifesto il teorema enunciato. 

77. Abbiamo osservalo nel § (58 che nell'ellissoide le se- 
zioni circolari che passone per gli assi delle x, e delle z 
sono immaginarie, quindi i |>uuli delle focali poste sui pia- 
ni delle yz , e xy hanno i piani corrispondenti immaginari. 

Di queste due focali quella sul piano xij è reale ed è 
la ellisse 



c l'altra sul piano yz è immaginaria. 
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Per l'iperboloide ad una falda, ricercando col metodo 
tenuto precedentemente la focale corrispondente ai piani 
reali che producono le sezioni circolari , si trova ch'essa 
è immaginaria: sugli altri piani principali mentre le focali 
sono reali i piani corrispondenti sono immaginari. 

Nell’ iperbole a due falde esiste una conica focale 
reale sul piano xy coi piani corrispondenti reali, ed è una 
ellisse; per gli altri due piani principali si ha una focale 
reale cioè un iperbole sul piano a*:, ed una immaginaria 
sul terzo piano, ma amendue hanno i piani corrispondenti 
immaginari. 

•t* i/* 2; 

78. L'equazione del paraboloide ellitico — + — =n— , se- 

<r b* c 

guendo la stessa via tenuta precedentemente, si trova che 
può mettersi sotto una delle due forme 


«*— b’/ 

(.r— »)*+y'-+-(z— y)*= — — Lr 
ovvero 

?)'+ (=— r)*=*-yr- 






Or se si ha a si vede che la superficie ha una conica 
focale reale con piani corrispondenti reali , ed allogata 
sul piano delie xz. Questa conica è una parabola 




b * 

c e 


omofocale colla corrispondente sezione principale. 

Se è «<b, si ha che la conica focale reale con pia- 
ni corrispondenti reali è allogata sul piano delle yz. 

Cangiando il segno a b* , cioè che l'equazione si cangia 
in quella di un paraboloide iperbolico, si vedo dall’ equa- 
zioni precedenti , che i piani corrispondenti alle coniche 
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sono tulli immaginàri, come nel caso dell'iperboloide ad 
una falda. 


ESEMI’II SULLE SUPERFICIE DI 2® GRADO. 

1.® Trovare il luogo di una linea la quale si muore 
incontrando sempre Ire linee rette fisse, le (inali non siano 
tutte parallele ad un medesimo piano. 

Facciasi passare per ciascuna delle rollo date due pia- 
ni rispettivamente paralleli alle altre rette , cosi si avrà 
un parallelepipedo, il cui centro assumeremo per origi- 
ne, c per assi le rette parallele alle proposte. Quindi l’c- 
quazioni tic' piani accennali saranno della forma x—zha, 
yz=±b z—±c , onde 1' equazioni delle date rette saranno 

y—b , z= — c ; z — c , x= — a ; x=a , y— — b. 

Or l'equazione di un piano qualunque clic passa per 
la prima retta sarà della forma : -t- c = /.'(;/ — b) ; simil- 
mente un piano qualunque clic passa per la seconda retta 
sarà della forma z — c — k'(x-+-a). 

È chiaro che la comun sezione di questi due piani 
incontra le prime due rette , c quindi queste due equa- 
zioni possono rappresentare una retta qualunque la quale 
incontra le prime due rette. Orla condizione perchè que- 
sta retta incontra la terza è c-j-k'a-j-kb — O: sostituendo 
per I; , e k' i valori tratti <daircquazioni precedenti si ot- 
tiene per equazione del luogo 

agz -f- bzx + cxy -+- abe — 0 , 

la quale esprime un iperbole ad una falda, come è facile 
il vedere. 

‘•2.° Trovare il luogo di una linea retta la quale si muo- 
ve incontrando sempre tre rette fisse parallele ad uno stesso 
piano. 

Prendiamo per piano delle xy quello a cui debbono 
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essere parallele le rette fiss'e; per asse delle : una dello 
rette clic incontra le rette date , e quindi meniamo gli 
assi delle x , e delle y parallelamente a due «Ielle rette 
proposte , sicché 1' equazioni delle date rette saranno ri- 
spettivamente 

,r=0 , z—a ; y=0 , z=b ; x=my , z=c. 

Or facendo la medesima analisi come nel problema pre- 
cedente si ottiene per equazione del luogo 

(a—c)(z—b)x=(b—c)(z—a)y. ‘ 

Poiché i termini di 2° grado si scindono in due fattori 
reali segue che il luogo è un paraboloide parabolico. 

3.° Trovare il punto del luogo le cui distanze da due 
rette date, non esistenti in un medesimo piano, siano u- 
guali tra loro. 

Per calcolare la distanza tra un dato punto x'y'z' ed 
x — p 1 / — (I z 

una retta =— ; — =- , è d’uopo abbassare dal dato 

a b c 

punto un piano perpendicolare alla retta data, onde luna- 
zione di questo piano sarà 

a(x—x')-hb(y — y')-t-c(z — z') = 0-, 

calcolate le coordinate comuni alla retta ed al piano si 
otterrà la distanza richiesta. 

Cié posto per la quislione enunciata prenderemo per 
asse delle z la perpendicolare comune alle rette date, e 
per origine il punto medio della porzione di quest’asse 
compresa tra le due rette; menando per questo punto un 
piano perpendicolare all’asse medesimo, e proiettando su 
questo piano le due rette date, assumeremo per assi del- 
le x, e delle y le bisettrici dell’angolo formalo da queste 
due proiezioni ; sicché l’cquazioni delle rette, proposte sa- 
ranno della forma 

z — c, y — nix ; : — — c , y — — nix : 
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quindi I' equazione dui problema sarà espressa da 


(z — e)* 


(y—mx)* fi/ 4 - nix!» 

TSr =,:+ ' r+ T^i 


onde si ricava 


(1 -+- m*)cz 4- nixj/ =0 , 

eh’ è un paraboloide iperbolico. 

4 . ° Da un punto fisso 0 si conducano delle rette OP 
che incontrino un dato piano in Q ; supposto costante il 
rettangolo OQxOP, trovare il luogo deputili P. Risp: Una 
sfera. 

5 . ° Interpetrare l’equazione * 

x* — y* 4 - z* = (Ix -(- mij ■+■ ni)'. 

g c i* hi* Jt s > 1 , il luogo è un cono retto circolare. 

Se l* 4- m* -+- n* = 1 , il luogo è una retta. 

So f* 4- in*4- n* < 1 , il luogo è un punto. 

0 .° Siano A , B , C tre punti fissi , e P un punto nello 

spazio sicché sia PA 4- PB = PC , trovare il luogo del 
punto P. 

Se l’angolo ACI 5 è acuto , il luogo è una sfera. U11 
punto se quell’angolo è retto; e se ottuso la quistionc è 
assurda. 

7 . ° Esibire la condizione perchè il piano l*4-my+ns=s:(> 
tagli il cono ai/"4-bz.T4-cxi/=0 secondo due rette tra loro 
perpendicolari; c mostrare che in quel caso la perpendico- 
lare al piano di quelle due rette passante per l’origine giace 
ancora sul cono. Risp: La condizione è amn-\-bnl-\-clm— 0 . 

8. ° Se per un punto di un ellissoide si conducono tre 
linee rette tra loro perpendicolari, il piano che passa pei 
punti ove queste rette incontrano la superficie, passa per 
un punto fisso. 
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Su il primo punto si move sulla superficie, il luogo 
dui secondo punto sarà un ellissoide i cui semiassi sono 


«• — 2 k' li * — 2Jt* c'—Vk* 



ove è 

1_I i 1 

0.° Dimostrare clic con una conveniente scelta di assi, 
l'equazione dell’ ellissoide può prendere la forma 

*• -+- y* -J- s* = «'* . 

Mostrare inoltre che vi ha un infinito numero di assi 
che sodisfatto questa condizione. 

10. 0 Se per un punto fìsso si conducono delle corde 
ad un ellissoide , le intersezioni de' piani tangenti appli- 
cati agli estremi di ciascuna* di esse sono allogato in un 
medesimo piano. 

11° Trovare il luogo de’vertici dc’coni che aventi per 
base una data conica, tagliano un dato piano secondo una 
circonferenza. 

12.° Due piani tra loro perpendicolari passano eia-' 
scuno per una retta fissa, trovare il luogo delle loro in- 
tersezioni. Risp: Un iperboloide ad una falda. 

Se le rette s'intersecano, il luogo si riduce ad un cono. 

13. 0 Trovare il luogo del vertice del cono il quale in- 

viluppando un ellissoide , il piano della linea di contatto 
tocchi una sfera concentrica. Risp: Un ellissoide concen- 
a' b* c % 

tnco ì cut semiassi sono — , — , ove r rappresenta il 

r r r 

raggio della sfera, ed a , b , c , i semiassi dell’ ellissoide 
proposto. 
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14. ° Le quattro perpendicolari abbassate dai vertici 
di tetraedro sui piani opposti giacciono sopra un iperbo- 
loide ad una falda. 

15. ° Dato un punto e due piani tra loro perpendico- 
lari , trovare il luogo de’ punti le cui distanze dal [muto 
fisso siano medie proporzionali tra le distanze dai due 
piani. 

10. 0 Per un punto 0 preso sulla comun sezione di due 
piani si conduce una retta OA in uno di questi piani, ed 
una retta OD perpendicolare ad OA nell’ altro piano, tro- 
vare il luogo della perpendicolare elevala dal punto 0 al 
piano AOB. 

17. ° Trovare il luogo dei vertici di un angolo triedro 
trireltangolo i cui spigoli sono tangenti ad un ellissoide. 

18. ° Una retta si muove in guisa che tre de' suoi punti 
si trovano rispettivamente sopra tre piani fissi, si doman- 
da il luogo di un punto qualunque preso sulla retta me- 
desima. 

19. 0 Un cono ha il suo vertice nel centro di un el- 
lissoide e per base la comun sezione dello stesso ellis- 
soide con una sfera concentrica ; ogni pianq tangente al 
cono taglia l’ellissoide secondo un ellissi , di cui uno de- 
gli assi e lo spigolo di contatto. 

20.” Date due rette non esistenti in un medesimo pia- 
no , trovare il luogo de' punti medi delle inlercclte tra 
queste rette menale parallelamente ad un piano dato. ltisp: 
Una linea retta. 
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CAPITOLO VII. 


SISTEMA DI DUE , 0 PIÙ SUPERFICIE DI 2* GUADO. 


DEI DIAMETHI CONIUGATI PARALLELI NEL SISTEMA 
DI DUE SUPERFICIE DI 2° GIUDO. 


79. Quando s’ istituiscono delle ricerche sul sistema di 
due superficie di 2“ grado, può tornar cosa assai utile di 
determinare i diametri coniugati paralleli nelle superficie 
medesimo. Ond’ è che in questo che segue noi ci propo- 
niamo di dimostrare l'esistenza di questi diametri, e quin- 
di il modo di determinarli. 

80. Siano due superficie di 2° grado 


a jij+ìp x-i-iq ij-t-tr ì + il =0 , 


Kapprescntando con x 




l'equazione di una 


retta passante per l'origine , è noto che 1’ equazioni dei 
piani diametrali nelle due date superficie, coniugati della 
retta proposta saranno 


(Aa -Hi a -*-Cm )x-H An -+-B4 -f-Cf )ij+(\m -+- Bt-I-Cc )s-F A/> -+■ D</ -f-Cr =0 

Questi piani dovendo essere paralleli, i coefficienti delle 
variabili saranno proporzionali. Indicando con R questo 
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rapporto costo nlo si avranno le tre equazioni 

A« -j- Bu-f-Cni= R(Aa' -+- Bn'-t- C m') , 
An 4- m 4 -Cl = R(An' 4- Ito' 4- C<' ) , 
Am+ llì 4-Ce = R(Am'4- III' -(- Cc* ) , 


ovvero 


Ala — Ita' ) 4- B(n — Iln') -t- C(m — Rm') = 0 , 
A(n — Rn' ) 4- B(l> — RI»' ) + C(i — Ri' ) = 0, 
A (m— Rm') 4- B(i — Ri' ) 4- C(c — Re' ) = 0 . 


Eliminando lo A , B , C da queste equazioni, si ottiene per 
determinare il valore di R la cubica 


» 


a — Ru' 
li — Rn' 
m — Rm' 


il — Rn' 
b— RV 
I —Ri' 


m — Rm' 
/ — Ri' 
c — Re' 


Se una delle due superficie è un ellissoide , le radici 
di quest’ ultima equazione sono tutte reali ; infatti senza 
restringere la generalità della quistionc , .possiamo sup- 
porre che questo elissoide sia riferita ad un sistema di 
diametri coniugali ; perloccliè possiamo porre nella pre- 
cedente equazione {' = »«'=»' = 0, ed a' ,b' , e c' maggiore 
di zero ond’essa si riduce all’altra 


la — Ra' n 

n c — RI»' 

m l 


m 

l 

c— Re' 


= 0 . 


Dividendo la prima orizzontale, e la prima verticale per [/a 1 , 
la seconda orizzontalo, e la seconda verticale per I /b‘, e fi- 
nalmente la terza orizzontale, e la terza verticale peri / c' , 
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si ottiene 


— — R 
a' 

n 

m 

|/«v 

I/Jv 

n 

— — R 
b' 

l 

l/i 7l? 

l /a'V 

in 

l 

1-R 


Vìx‘c‘ i/b'c' c> 


ed è nolo clic le radici di questa equazione sono tulle reali. 
(Salmon Lessons on higher algebra § 157). 

Osserveremo che mediante la precedente trasformazio- 
ne si rendo più in generale il teorema del luogo citato. 

Laonde raccogliamo che il sistema di un clissoide c di 
un iperboloide qualunque ammette sempre tre diametri con- 
iugati paralleli; perciocché è chiaro per ciascun valore di R 
determinato dalla precedente equazione si hanno i valori 
corrispondenti per A , B , C. 

81. II termine nolo della cubica in R essendo 

al* - 4 - boi* -t- co* — 2l«m — abe 

___ 


seguo clic se si ha la condizione 

al * -I- boi* -+- cn* — 2lmn — abe = 0 , 

uno dc'valori di R sarà uguale a zero, e quindi non vi sono 
che due direzioni di corde per le quali i piani diametrali 
nelle sue superficie risultino paralleli. Ma in questo caso 
la seconda superficie è un paraboloide, poiché la condizio- 
ne precedente esprime che il centro della seconda superfi- 
cie è all’ infinito. 

82. Supponiamo ora che si abbia il sistema di due iper- 
boloidi, Poiché I’ equazione cubica in R ha almeno una ra- 
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dice reale diversa da zero pel caso clic consideriamo , se- 
pie che lo due superficie ammettono sempre ciascuno un 
piano coniugato ad una medesima direzione di corde pa- 
rallele, sicché l’uno de'piani sia parallelo all’altro; quindi 
prendendo per piano delle xy un piano parallelo ai piani 
accennali, e l'asse delle z parallelo alle cordo coniugale 
a questi piani medesimi , nell’ equazioni delle due super- 
ficie dovremo porre 1 = 0 , ?n = 0 , V = 0 , »«' = 0 , e 
l'equazione in II si cangia nell'altra 


a — IW n — Ibi' 
n — Uh' b — HI/ 
0 0 


0 

0 


la quale si scinde nelle due 


c— c‘lt = 0 , (a — a'l\)(b — b'R) — (n — n'R)*= 0. 


La prima di queste equazioni è relativa al piano clic ab- 
biamo assunto per piano delle xy; e le radici della seconda 
equazione daranno la posizione di altri due piani, ciascuno 
coniugalo ad una medesima direziono di corde parallele. 
Or le radici di qucst’ullima equazione possono evidente- 
mente essere reali, od immaginarie, quindi nel sistema 
di due iperboloidi non sempre vi 6 un sistema di diame- 
tri coniugali paralleli. Infatti perchè queste due superficie 
potessero ammettere tre diametri coniugati paralleli , è 
d'uopo che le sezioni prodotte da’piani passanti pel cen- 
tro c paralleli al piano determinato dal valore reale di 11, 
ammettano diametri coniugati paralleli; ma sappiamo che 
se queste sezioni sono due iperboli , queste non sempre 
ammettono di diametri somiglianti; come per esempio sa- 
rebbe il caso che due diametri coniugali dell’ una siano 
paralleli agli asintoti dell’ altra. 

83. Se il sistema delle due superficie è formato da un 
iperboloide, e da un paraboloide l’equazione di II si ri- 
duce al 2° grado, annullandosi il coefficiente di IV; e que- 


Digitized by Google 


— 73 — 

sia equazione che si ottiene può avere le radici reali , o 
immaginarie. 

84. Da ultimo se il sistema delle due superficie è formalo 
di duo paraboloidi, l'equazione in R si riduce al primo gra- 
do, annullandosi il coefficiente in R s , ed il termine nolo, e 
però per un sistema somigliante esisto sempre una dire- 
zione di corde parallele, tali che i piani coniugati ad esse 
nelle due superficie proposte siano paralleli. 


DELLE SUPEKFICIE DI '2° GIUDO SIMILI. 


85. Due superficie di 2° grado saranno simili c similmen- 
te foste, se conducendo per un punto arbitrario O de’ raggi 
vettori ad una di esse superficie , esiste un secondo pun- 
to O' pel quale conducendo alla seconda superficie dei raggi 
vettori paralleli ai primi , questi siano a quelli proporzio- 
nali. Supponendo che il punto 0 sia 1’ origine delle coordi- 
nate, c che *,j3 ,y siano le coordinate del punto O', è chiaro 
che indicando co nxyz le coordinate dell’estremo del raggio 
vettore condotto da 0 , c con x'y'z' quelle dell’ estremo del 
raggio parallelo condotto da 0', si dovrà avere 



essendo k una quantità costante da determinarsi. Ciò posto 
supponendo che l’cquazioni delle due superficie siano 


a -b t/’-r-c j/z-f2m zx+2 n xy-j-2p x-h2q y+2r z-+-d=M 

a'.c^+b'y*+c'z % +2l'yz+2m , ;x-\-2n'xy-h2iì'x-\-2q'y-{-2r':-\-d~0. 

è chiaro che se in questa 2“ equazione sostituiamo in luogo 
ù'x,y,z i valori x'y’z* tratti dalle precedenti equazioni, 
questa debba divenire identica alla prima, quindi si avran- 

10 


Digitized by Google 



— 74 - — 


ii u l'equazioni di condizione 


a b e l m n 



più altre quattro equazioni che serviranno a determinare le 
coordinale * , |3 , y , e il valore di k. 

80. Da questa analisi si raccoglie elio la condizione per- 
chè due superficie di 2° grado siano simili , c similmente 
poste è che i coefficienti de' termini di 2° grado siano pro- 
porzionali. 

Laonde se S=0 esprime una superficie di 2° grado , 
S-t-AL=0, ove k è una quantità costante ed Luna funzione 
di 1° grado, esprimerà una superficie simile , c similmente 
posta alla prima. Quindi si scorge che due superficie di 2° 
grado simili , e similmente poste s’ incontrano in una curva 
piana, stando a distanza infinita l'altro piano d’intersezione. 
Di più si vede che tre superficie simili e similmente poste 
hanno i loro piani d'intersezione che passano per una me- 
desima linea retta. 


SISTEMA DI SUPERFICIE DI 2° GUADO PASSANTI 
PER UNA MEDESIMA LINEA. 


87. Esprimendo con U=0 , V=0 due superficie di 2° gra- 
do, è manifesto che l’equazione U-f-AV = 0, nella quale k è 
quantità indeterminata, esprimerà il sistema d'infinito su- 
perficie di 2° grado le quali passano tutte per la comun se- 
zione di U = 0 , V = 0. Or se riflettiamo che un equazione 
di 2° grado fra tre variabili non offre che nove costanti , si 
fa chiaro che per nove punti nello spazio uon può passare 
che una sola superficie di 2° grado. Quindi se per otto dei 
punti proposti facciamo passare due superficie qualunque 
U=0 , V=0 , segue che U+AV=0 esprimerà tutte le super- 
ficie di 2° grado che passano per gli otto punti dati , ed è 
chiaro altresì che tutte queste superficie passeranno per 
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tulli i punti comuni ad U=0 , c V=0, cioè per la comune 
sezione di queste due superficie , onde dati olio punti nello 
spazio è data altresì una curva che passa per questi punti , 
c per la quale passano per le infinite superficie di 2° grado 
che passano per gli otto punti dati. Or dato un nono punto 
possiamo determinare la costante k colla condizione che la 
superficie U+fcV=0 passi pure per questo nono punto; però 
se questo nono punto è un punto della curva determinala 
dai primi olio punti , si vede che la superficie non sarà de- 
terminata. Infatti stando questo nono punto su quella cur- 
va , le sue coordinate mandano a zero U , e V , e quindi si 
0 

avrà *= 5 - 

88. Una superficie di 2° grado che passa per sette punti 
dati , deve passare per un ottavo punto determinato. Infatti 
indicando con 11=0 , V=0 , \V=.0 tre superficie di 2° grado 
che passano per i punti proposti, segue che U+fcV-f fc'\V:=:0 
esprimerà una superficie di 2° grado qualunque clic passa 
pei punti proposti. Or questa superficie passando po' punti 
comuni a U=0 , V=0 , e \V=0 , e queste incontrandosi in 
otto punti , de'quali setto sono i punti dati , segue che pas- 
serà per l'ottavo punto determinato dalle tre superficie. 

89. Dall' equazione U-t-/iV=0, si raccoglie che determi- 
nando k colla condizione che questa superficie esprima una 
superficie conica , e questa condizione essendo di quarto 
grado in li , vi saranno in generale quattro superficie coni- 
che le quali passano per le comuni sezioni a due superficie 
di 2° grado. 

90. Osserviamo da ultimo che se due superficie di 2' 1 gra- 
do U=0 , V=0 hanno di comune una sezione piana, ne deb- 
bono avere un altra egualmente piana, perciocché per ipo- 
tesi l'equazione U-t-fcV=0 , si deve scindere in due fattori 
dei quali uno rappresenta il piano della prima sezione, c 
1' altro quella della seconda. 

91. La condiziono perchè lina superficie di 2" grado 
passi per due date coniche è che la comun sezione dei 
piani dello coniche medesime sia una delle secanti co- 
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munì alle stesso curve ; perciocché è cosa evidente, che 
i due plinti reali o immaginari ne’ quali la superficie e- 
nuriciata incontra questa retta debbono essere altresì co- 
muni alle duo coniche proposte. 

IV altra parte è facile vedere , che se la detta con- 
dizione ha luogo, sono infinite le superficie di 2° grado 
clic passano per le date coniche. 

92. Se due superficie di 2° grado si toccano in due puti- 
ti , esse si tagliano secondo due curve piane le quali pas- 
sano pe' due punti di contatto. 

Infatti 6 chiaro clic menando un piano pe’due punti 
di contatto e per un altro punto qualunque comune alle 
due superfìcie esso produrrà in queste due coniche, le 
quali avendo tre punti comuni e le tangenti anche comu- 
ni a due di questi punti, segue ch'esse si confondono in 
una sola e che sarà una delle sezioni piane comuni alle 
due superficie. 

Avendo dunque queste due superficie una sezione pia- 
na comune, ne dovranno avere anche un altra, la quale 
passerà altresì pe’ due punti di contatto, il che si dimo- 
stra come precedentemente. 

93. Se due superficie di secondo grado si toccano in tre 
punti, esse si toccheranno lungo una sezione piana comune. 

Indichiamo infatti con a ,b , c i tre punti di contatto, 
facendo passare un piano P per questi punti, è cosa im- 
possibile che le due superficie potessero avere un pun- 
to d comune fuori di questo piano, perciocché come ab- 
biamo osservato nel numero precedente i piani abd, aed, 
bed taglierebbero le due superficie secondo una medesi- 
ma conica, il che ripugna. Quindi le due superficie sono 
tagliate dal piano 1* secondo una medesima conica. Or 
io dico clic le due superficie si toccano lungo di questa 
conica. Infatti prendendo un punto m su questa curva , 
facendo passare un piano per a , ed m , questo produrrà 
due coniche nelle superficie proposte le quali si toccano 
in a , c non avendo altro punto di comune oltre di »i é 
d'uopo che si toccassero anche in questo punto. 
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CAPITOLO Vili. 


DELLA GENERAZIONE DELLE SUPERFÌCIE. 


Dì. Siano 


fyx ,y ,z ,a , b....) , «p(x , ( 3 ...) 

■ 'equazioni di una curva , le quali contengono n parametri 
o costanti indeterminate ; onde è chiaro clic se sono date 
altresì n relazioni tra questi parametri la curva espressa 
dalle precedenti equazioni sarebbe pienamente determina- 
ta. Ma se soltanto n — 1 relazioni fossero date tra questi n 
parametri ; allora è manifesto che ('equazioni proposte po- 
tranno esprimere un numero infinito di curve il cui luogo 
sarà una superficie. Per ottenere 1‘ equazione di questa su- 
perficie basterà eliminare gli n parametri tra le n-f-1 li- 
quazioni date, cioè le due della curva , e le n — 1 relazioni 
tra i parametri. Così per esempio supponiamo che la curva 
espressa dalle due date equazioni debba sodisfare la con- 
dizione di intersecare n — 1 curve fisse; in tal caso potrem- 
mo eliminare x , y , z tra le due equazioni della curva va- 
riabile e quelle di una delle curve fisse; così verremmo 
ad esprimere che la curva variabile deve incontrare questa 
curva fissa ed avremmo una relazione tra gli n parametri. 
Operando allo stesso modo coll’ equazioni di ciascuna delle 
n • — 1 curve fisse , avremo n — 1 relazioni tra gli « parame- 
tri, onde tra questo equazioni e quelle della curva variabile 
eliminando i parametri si otterrà la superficie richiesta. 

Le superficie per lo quali le caratteristiche f e © sono 
le stesse si dicono della stessa famiglia, comunque possono 
essere differenti le date relazioni che passano tra i para- 
metri. Cosi se il movimento della stessa curva variabile 
fosse regolalo da differenti posizioni delle curve fisse, tutte 
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lo superficie cosi generato sarebbero della stessa famiglia. 
In alcuni casi importanti l' equazioni di tutte le superficie 
appartenenti alla stessa famiglia possono essere comprese 
in una sola equazione clic include una o più funzioni arbi- 
trarie ; ed allora 1’ equazione di una curva particolare di 
quella famiglia si ottiene determinando la forma delle fun- 
zioni arbitrarie incluse nell’ equazione generale. 

II caso più semplice che si può considerare ò quando 
1' equazioni della curva variabile non includono clic due 
sole quantità costanti. Risolvendo allora queste equazioni 
rispetto a queste costanti si otterranno due equazioni della 
forma 


a = F(x ,y,z), * = *(r , y , 

Or affinchè questa curva possa generare una superficie è 
d’uopo che sia data una relazione tra le due costanti, o pa- 
rametri , a , e * , la quale supposto che sia f[a , a) =0 , si 
avrà sostituendo i valori sopra trovati di a , ed », la-richie- 
sta equazione della superficie. 


DELLE SUPERFICIE CILINDRICHE. 

95. I.a superficie cilindrica è quella superficie la quale 
viene generala da una linea retta la quale si muove man- 
tenendosi sempre parallela a se stessa. Or {'equazioni di 
una retta includono quattro costanti indipendenti , c se è 
assegnata la direzione della retta saranno date due di 
queste quattro costanti, e non rimangono che due soltanto 
le quali sono indeterminate. 

Così supponiamo che la retta generatrice della super- 
ficie debba scorrere lungo una curva posta sul piano delle 
.ri/, e rappresentata dall'equazioni z=0, <p(r , y)=0. Se in- 
dichiamo con x — az-\-p , y — bz-p-q, l’equazione della 
retta mobile , è chiaro che saranno dati i valori di a, oh 
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se viene assegnala la direzione di questa reità; e non 
resta ad esprimere se non che questa retta incontra la 
curva data , cioè che )) , q coordinate della traccia di que- 
sta retta sul piano xy sodisfìno l’equazione della curva : 
end’ è che prendendo i valori di queste due quantità dalle 
due equazioni della retta, cioè p —x — a z , q—y — bz > e 
sostituendo in luogo d'.r c d’r/ nell’equazione della curva 
si avrà per equazione del luogo 

<p(x — az , y — bz) = 0. 

96. Più generalmente la generatrice può venir rappre- 
sentala dall' equazioni 

ax-j-ly-hcz+d=x , a'x+b'y+c'z+d'= fi , 

nello quali i due parametri * , p sono le sole quantità in- 
determinate ; ond' è che queste equazioni rappresentando 
ciascuna una serie di piani paralleli ,■ anche la comune 
sezione di un piano dell’ una serie con un piano dell’al- 
tra conserverà la stessa direziono. Or supposto che x , p 
siano ligule dalla relazione <p(*,{3)=0 , si avrà che l’e- 
quazione della superficie sarà 

<p [ax-\-by-hcz+d , a'x-+-b'y-i-c'z-)-d')=0. 

97. Reciprocamente ogni equazione di questa forma non 
può rappresentare che una superficie cilindrica. Infatti 
ponendo 

a.r-t-hj/-f-c;-f-d=a , a'x-t-b’y+c'z-{-d'=p , 

1’ equazione proposta si cangia in <p(» , f3)=0 ; ad ogni si- 
stema di valori reali di * e |3 che verifica questa equa- 
zione corrisponde una retta con direzione determinata , 
ond' è che il luogo geometrico di tutte queste rette sarà 
una superficie cilindrica. Quindi l'equazione generale delle 
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superficie cilindriche è rappresentata da una funzione qua- 
lunque tra due polinomi di primo grado tra x , y , z. 

98. Nel caso che 1' equazione ©(* , £) non ammettesse 
elio un numero finito di soluzioni reali , allora 1’ equa- 
zione 


<f(ax-j-by+c:-i-d , a'x+b'y+c’z+d') = 0 
non esprimerà che un numero limitalo di rette. 

DELLE SUPERFICIE CONICHE. 

09. Le superficie coniche sono quelle clic vengono ge- 
nerate da una linea retta la quale passa costantemente per 
un punto fisso. Esprimendo che le coordinate del punto 
fisso sodisfino l’ equazioni della retta mobile, si otterran- 
no due relazioni tra le quattro costanti che si trovano nel- 
l'equazioni di una retta ; onde la quistione di trovare la 
superficie generata dalla retta è ridotta al caso esaminalo 
nel § 9i. 

Siano l’equazioni della retta generatrice 

x—* _ y—p _ z — y 
l m n ’• 

nelle quali * , {5 , y esprimono le coordinate del dato punto 
fisso, ed l,m,n indicano come si sa delle quantità pro- 
porzionali ai coseni degli angoli che la retta mobile com- 
prende agl’ assi. 

Queste equazioni comunque sembra che contengano 
tre grandezze indeterminate pure in realtà esse 

non sono che due , cioè i rapporti di una di esse a cia- 
scuna delle rimanenti. 

Scrivendo quindi le proposte equazioni sotto la forma 

x — « l y — $ m 

z — y n z — y n 


Digitized by Google 




— 81 — 


si vede clic le condizioni del problema debbono stabilire 
. I in 

una relaziono tra - cd —, e clic quindi l'equazione dal- 
li ti 

la superficie conica sarà della forma 


;r — a 


= — y 


io 



È facile il vedere elio questo è equivalente a dire che 
l'equazione del cono dev' essere una funzione omogenea 
delle tre quantità x — * , y — p , r — ■/ ; come si può vedere 
direttamente considerando elio le condizioni del proble- 
ma debbono stabilire una relazione tra i coseni dogli ali- 
noli che la retta generatrice comprende cogli assi ; or que- 
sti coseni essendo 


{ 


IH 




n 


segue clic ogni equazione ch'esprime una somigliante re- 
lazione è una funzione omogenea di / ,m,n, e quindi 
di se — x , y — 1 3 , z — y , che sono proporzionali ad 

Se il vertice del cono è 1' origine delle coordinate , 

l’equazione della superficie sarà della forma .T=<p 

cioè che l'equazione .allora è una funzione omogenea ri- 
spetto ad x ,y , z. 

100. Reciprocamente , ogni equazione omogenea tra lo 
Ire quantità x — * , y — p , z — y non può rappresentare clic 
una. superficie conica, perciocché questa equazione si può 
mettere sotto la forma 



c ponendo 



x _ a y _ (3 

—— n , 


11 
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l’equazione proposta si muta nell’altra a=u>(b); ad ogni 
sistema di valori reali di a, e b ohe sodisfa questa equa- 
zione corrisponde una retta passante pel punto */3y; il 
luogo di queste rette sarà una superficie conica. 

Intanto se l'equazione a=<p(h) non ha che un numero 
limitato di soluzioni reali , non si avrà che un numero 
limitato di rette. 

101. Supponendo che il moto della retta generatrice 
venga determinato dalla condizione che essa debba scor- 
rere lungo una curva piana che supporremo nel piano 
delle xy ; allora tra 1’ equazioni della generatrice e 1’ e- 
quazioni della curva 7=0 , f[x , y)=0 , eliminando le x,y,z 

... . I , «i . , . , . . 

si avra 1 equazione tra - , ed — , sicché sostituendovi i 
n n 

valori trovati innanzi si otterrà 1’ equazione delle super- 
ficie. 


DF.Ll.F. SUPERFICIE CONOIDALI. 


102. Le superficie conoidali sono quelle che vengono 
generate da una linea retta la quale incontrando sempre 
un asse fisso rimane parallela ad un dato piano. 

L’asse fisso dicesi asse del conoide, ed il piano cui 
è parallela la generatrice è detto piano direttore. 

Prendendo l’asse del conoide per asse delle z , sup- 
poniamo che il piano direttore sia parallelo a quello del- 
le xy. Allora l' equazioni della retta generatrice saranno 
della forma 



Quindi se è data una relazione <p(* , ,S)=0 tra le quan- 
tità * , (3 1’ equazione -^=0, sarà l’equazione di un 


conoide. 

103. Supponiamo che 1* asse del conoide sia perpendi- 
colare al piano direttore, e che la retta generatrice deb- 


Digitized by Google 


— 83 — 


ha scorrere lungo una circonferenza posta in un piano 
perpendicolare al piano direltore. 

Abbassando dal contro della data circonferenza una 
perpendicolare all’ asse del conoide preso come asso 
delle z , assumeremo questa perpendicolare per asse del- 
lo x , onde l’ equazioni di questa circonferenza saranno 
della forma x = a , i/* -(-:* = r*. 

Ciò posto perchè la generatrice incontri la circonfe- 
renza è d’ uopo che l’ equazioni di queste due linee pos- 
sano coesistere, onde eliminando le z, y, s si avrà I’ c- 
quazionc di condizione a*j3‘ -i~**=r* ; quindi l'equazione 
del conoide sarà 

xV4-«V— »‘*x , =0. 

Tagliando questa superficie con un piano parallelo al 
piano direttore , cioè a quello delle xy , e che potremo 
rappresentare con ; = si avrà 

x*fc* 4- «’//’ — rY = 0 : 

ovvero 

rt*y* _ (r* — = 0 : 

la quale rappresenta il sistema di due linee rette esistenti 
nel piano s = /;, e elio saranno reali e distinte finché 
è /;<»•, e coincidenti quando è k=r, combaciando allora 
le due rette colla comune sezione del piano delle xz col- 
1’ altro z~ k. 

So tagliamo questa superficie con un piano parallelo 
a quello della circonferenza , e clic potremo rappresen- 
tare con x=a' si otterrà la sezione 

a'V + ay- «"»■•= 0, 

la quale rappresenta un ellissi esistente nel piano x=u r 
e che ha un semiasse costantemente uguale ad r , men- 
tre l'altro va continuamente diminuendo c si riduce a zero 
a misura clic il piano secante si avvicina al piano delle yz. 
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DEI.LE SUPERFICIE DI RIVOLUZIONE. 

103. La superficie ili rivoluzione è quella la quale vie- 
ne generala da una curva che gira intorno ad un asse 
fisso col quale essa è invariabilmente connessa, in que- 
sto movimento della data curva intorno all'asse è evidente 
che ciascun punto della curva medesima descrive una cir- 
conferenza in un piano perpendicolare all’asse ed avente 
per raggio la perpendicolare abbassala dal punto della 
curva sull’asse stesso. Questi cerchi cosi descritti si chia- 
mano i paralleli della superficie : c se questa si taglia 
con un piano che passa per l’asse fisso la commi sezione 
che ne nasce è delta il meridiano della superficie mede- 
sima. fi cosa 'evidente clic qualunque sia la curva gene- 
ratrice della superficie di rivoluzione si può sempre in- 
tendere questa essere generata dal meridiano girante in- 
torno al medesimo asse. 

Si può ancora concepire die la superficie di rivolu- 
zione sia generala da una circonferenza di raggio varia- 
bile il cui centro percorre una linea retta a cui sia per- 
pendicolare il piano della circonferenza medesima. Per 
individuare poi le superficie è d’uopo assegnare la legge 
secondo la quale varia il raggio della circonferenza. 

Cosi supponiamo che prendasi per asse delle z l'asse 
medesimo di rotazione, c che le coordinale siano rettan- 
golari : è chiaro che un parallelo della superficie sarà 
espresso dall’equazioni 

:c‘ q- y* = ** , c = g. 

Se ora supponiamo che la circonferenza generatrice 
debba incontrare una data curva , è chiaro che eliminan- 
do le x,y,,z tra le due equazioni precedenti e quelle di 
questa curva si otterrà un equazione finale = 

nella quale sostituendo i valori di * , e di S si avrà per 
equazione della superficie 

, i)= 0. 
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Supponiamo per esempio che la circonferenza gono- 
ra Il ice debba iiiconlrare una linea retta, Prendendo sem- 
pre per asse delle : quello della rotazione e 'per' asse 
della y la perpendicolare comune all’ asse ed alla retta 
data è chiaro che 1’ equazioni di questa retta saranno della 
forma 

y = « , x— mz. 

Or eliminando le x,y,z tra queste equazioni e le due 
a-*-+- ;/«=** , z=z,ì 
si avrà l’equazione di condizione 

a 1 — mV* = a* : 

onde sostituendo per a , e £ i valori si avrà per I' equa- 
zione della superficie 

x* + y* — mV = a*. 

Se porremo in questa equazione y=0 si avrà la trac- 
cia che questa superficie lascia sul piano xz , e ch'ù 

a :»_,nV = a* ; 

la quale equazione come si vede esprime un iperbole a- 
verite l'asse trasverso sull'asse delle x, c per asintoti le 
rette espresse dall'equazione x* — »n*z* = 0 , cioè due 
rette che s’ inclinano egualmente all'asse delle z da ambe 
le parti dello stesso angolo che la retta (issa comprende 
coll’asse medesimo. 

Questa iperbole essendo il meridiano dì questa su- 
perficie, questa si può intendere quindi generata da que- 
sta «curva girante intorno al suo asse immaginario. Onde 
si vede che questa superficie è l’ iperboloide di rivoluzione 
ad una falda. 

Osserviamo che il coefficiente ni non trovandosi nel- 
l’equazione della superficie clic solo elevalo a quadrato, 
segue che si avrebbe avuta la stessa superficie supponen- 
do che la circonferenza si dovesse poggiare sulla retta 
!/=« , x— — mz , cioè ad una retta egualmente lontana 
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dio la prima dall'asse , od a questo egualmente inclinata: 
come per altra via si è altrove dimostralo. 

Proponiamoci per secondo esempio di trovare l’equa- 
zione del toro, cioè della superficie generata da una cir- 
conferenza che gira intorno ad un asse posto nel suo 
piano ma che non passa pel suo centro. Prendendo l'asse 
della superficie per asse delle z , e la perpendicolare ab- 
bassata dal centro generatore sull'asse per asse delle x, 
l'equazione del cerchio nel piano xz essendo 

(x — a)*4-s’ = r*, 
segue clic quella del toro sarà 

(t/V-f-y* — a)* -+-:* = r\ 

Supponiamo , da ultimo che l’asse di rotazione passi 
per l'origine in una direzione qualunque , e siano 

x y 2 

a b c ’ 

l'equazioni di questa retta. Un qualunque parallelo della 
superficie sarà dato della coinun sezione di una sfera , 
avente il suo centro nell'origine, con un piano perpen- 
dicolare all'asse; quindi questo cerchio sarà rappresen- 
talo dal sistema delle due equazioni 

x* -+- y* -f- z* = »* , ax + by -h cz d— p. 

Esprimendo che il parallelo incontra la generatrice 
data, si avrà un equazione, di condizione <p(»,|S)=0 tra 
i due parametri * , (3 ; e l'eliminazionò di queste due gran- 
dezze tra quest’ulliraa equazione e quello del cerchio darà 
l'equazione richiesta cioè 

<t(l/x*-i-z* -+-y* , ax-f-hy + C5-t-d) = 0. 

• s 

Si può dimostrare come si è fatto negli altri casi che vi- 
ceversa un equazione della forma precedente deve espri- 
mere una superficie di rivoluzione. 
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Se l'asse non passasse per l'origine delle coordinate, 
la quislione non diverrebbe perciò più difficile; percioc- 
ché ponendo un punto x ' , y' , z 1 su questa retta, essa po- 
trà essere rappresentata da 

x — x' ;/ — y' z — : 

a b c 

ed ogni parallelo sarà quindi rappresentato dal sistema 
delle due equazioni 

(x— ac'f-H»/— j/T-t , ax-hby+c:+d=£ : 

onde l'equazione della superficie sarà rappresentala da 
(p(l/{x— .r')’-t— (»/— y')“+(z— z'f , ax-t-bi/+cz+d)—fì. 


FINE DELLA SECONDA , ED ULTIMA PARTE. 
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